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A water beetle finds the surface of a pool a matter of life and death,

a perilous entanglement or an indispensable support.

D'Arcy Thomson

- meditand asupra unor chestiunt ce tin de scara -






Preambul

Orice teorie noud despre Naturd mai intdi se ghiceste! In acest caz, intuitia joacd
un rol la fel de important ca dovezile experimentale. La fel se Tntdmpla si cu relatia
functionala prin intermediul cdreia se cauta grupurile adimensionale relevante.

Analiza dimensionald este o metoda prin care problemele fizice cu grad ridicat de
complexitate se reduc la o varianta mai simpla, pastrand totodata fizica dominantd
din spatele fenomenulut. Prin reducerea gradelor de libertate se poate obtine o
caracteristica intrinseca a sistemului studiat, de multe ori cu valenta universala tn
context fizic general. Nu cunosc un domeniu stiintific in care analiza dimensionald
sa nu poata fi aplicata, mat ales daca vorbim de studii exploratorii pentru care
ecuatiile de miscare sau conditiile la limita nu sunt (Incd) bine conturate.

Cartea este o varianta concentrata a unut curs introductiv tn analiza de scara
st vine 1n sprijinul celor care cauta o intelegere fundamentala a dinamicii fluidelor
prin analiza dimensionala sau al celor care cautd sa dezvolte valente creative din
punct de vedere stiintific tntr-o lume dominata de cunostinte procedurale.

Rezultatul obtinut prin analiza dimensionala se slefuieste prin experiment, su-
gereazad o alternativa la solutia ecuatiilor de miscare (atunci cand se poate obtine!)
si reprezinta o aproximare sub formd adimensionala a substratului fizic dominant,
uneori cu caracter universall Daca fizica din spatele fenomenului este identificata
corect, o ecuatie in forma adimensionala este invariantd fata de scara, de cinematica,
de material, de orgoliu, de aspiratii sau de polemici si reprezinta o caracteristica

intrinseca a Naturii, independenta de observator.
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Cinci marimi fizice cu trei consecinte

Deplasarea unui corp printr-un mediu fluid implica dezlocuirea acelui fluid st implicit
un transfer de impuls. Corpul va simti acest fenomen ca pe o rezistentd la thaintare.
Avioanele, pasarile, bacteriile, practic orice corp care se deplaseaza printr-un mediu
fluid va resimti o rezistentd la tnaintare. Putem estima forta pe care va trebui sa o
dezvolte corpul pentru a se deplasa cu viteza constantd prin acel mediu fluid fard a

cunoaste mat nimic despre ecuatiile de miscare ce guverneaza procesul. lata cum!

Sa miscam un corp solid avand dimensiunea caracteristica D cu viteza con-
stanta V' printr-un mediu fluid cu densitate p si viscozitate 7. Interactiunea din-
tre corp si fluid va da nastere unet forte de rezistentd la thaintare, Fr. Forta F,
cu care va trebui sa actionam pentru a deplasa corpul cu viteza constantd, va fi
egald cu Fg. Fard a cunoaste ecuatiie de miscare, putem spune in ce mod depinde

aceasta forta de cele patru marimi fizice care constituie baza fizica a probleme(?

Cele cinci marimt fizice relevante impun ur-
matoarea forma functionala (un mod de a scrie

matematic F' depinde de..):

D

FV
1, p

F = f(D,V,p,n). (1)

Adevarul este ca nu-ti va spune nimeni care sunt
marimile fizice relevante. Se ghicesc! Secretul

este sa capeti experientd (prin studiu!) ca sa ghicesti bine.

Cele cinct marimti fizice relevante se reduc la o serie de marimi fizice fundamen-
tale:
kg - m m kg

, (Dl =m, V==, [o]

kg
. S =3 b= 2)

[F] :
m-s

tret la numar: masd, lungime st timp (M, L si T). Cinct marimi relevante, trei

fundamentale. Diferenta, 5 —3 = 2, ar trebui sa ne spuna ceva? Diferenta ne indica

numarul de grupuri adimensionale care se pot forma cu cele cinci marimi fizice

relevante. Cele trei marimi fizice fundamentale identificate (nu intotdeauna vor fi
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tretl) - masd, lungime si timp - impun si numarul de marimi fizice necesare pentru
a forma cele doua grupuri adimensionale. Va trebui sa alegem trei marimi de baza
din cele cinci, tnsa mdrimea fizica pentru care se cauta o relatie teoretica (explicitd)
nu se alege printre acesteal Ne rdman patru: D, V,p si n. Putem forma C§ = 4

variante:

(p,V,D), (n,V,D), (p,n,D), (p;n,V). (3)

De fiecare datda rdman doud mdrimi fizice cu care vom forma cele doua grupuri
adimensionale, grupuri care ne vor dezvalui ce anume influenteaza forta F', dar si
cum se modifica aceasta ca urmare a variatiet marimilor fizice relevante. Relatia
pe care o vom obtine va raspunde (si) la Intrebarea: Daca viteza fluidului creste de
doua ori, de cate ori se modifica forta de rezistenta la thaintare (egalad cu F' Tntrucat

corpul se deplaseaza cu viteza constantd)?

Sa atacam prima varianta: p,V, D ca marimi de baza. Grupurile adimensionale

se determind astfel tncat produsele
II, = p°VPDeF si II, = p*"V’Dy (4)

sa fie adimensionale (fara unitate de masurd). Observati faptul ca marimile nealese
in bazd, nu au o putere atasatd. Aici, ne putem folosi de unitdtile de masurd
impuse de Sistemul International pentru a determina cele trei puteri. Voi detalia
aceasta etapa o singura datd, Tntrucat s-au scris lucrari ample pe acest subiect
(vezi Bibliografie). Celelalte raman ca exercitiu pentru cei care se simt suficient de

motivatt.

Cele tret marimi fizice fundamentale identificate anterior (masa, lungime si timp)
se scriu intr-o forma prescurtatd (kilogram - M, metru - L, timp - T'). Pentru primul

grup adimensional obtinem
(ML*3)G (LTﬁl)bLC (MLT*Q) =ML°T° wa=—-1,b=—-2,c=-2. (5

Se repeta procedura pentru toate grupurile adimensionale. Se obtin

F . N 2 2
H1:m St HQZPV—D%FZPVDJC(”R@% (6)
unde raportul
D
Re = VD (7)

n

defineste, de requld, singurul grup adimensional care se tine minte, numdrul

Reynolds.



Pentru cea de-a doua variantd, n, V, D ca marimi de baza, vom gasi urmdtoarele

grupurile adimensionale

F

I, —
! nV D

st I, = Re — F = VD f(Re). (8)

Obtinem doud relatii de calcul, F' ~ pV?2D? st I ~ nVD, ambele fundamental
diferite. Prima ne aratd faptul ca o dublare a vitezei implica o rezistenta de patru
ort mat mare, In timp ce a doua implicd o dublare a rezistentei tn raport cu viteza.
Care este cea corectda? Ambele! Dar nu ambele in aceleasi conditii. Prima relatie se
foloseste atunci cand fortele de inertie (pV2D?) sunt mai mari ca fortele de frecare
datorate viscozitatit (nV' D). Interesant de observat faptul ca raportul celor doud
expresii va da numarul Reynolds. Deci, la numere Reynolds mari vom folosi prima
varianta, Tn timp ce la numere Reynolds mici pe cea de-a doua. Vom reveni asupra

acestor implicatii tntr-un subcapitol dedicat.
Celelalte doua variante, (p,n, D) st (p,n, V), implica o singura dependenta,

2

F:%ﬂ%) (9)

De reguld, functia care mediaza relatia dintre mdrimea pentru care se cauta o
expresie (aici, F) si expresia obtinuta (n%/p) este un polinom sau o lege de tip

putere.

Sa vedem ce ne spune relatia obtinuta. Sa presupunem cazul particular al unui
corp care se misca printr-un fluid astfel Tncat fortele de inertie sa fie de acelasi

ordin de marime cu fortele de frecare vascoasd, practic Re ~ 1,

pV2D?

Re =
¢ nV D

~1—=pVD ~n. (10)
Putem separa marimile fizice care descriu miscarea corpului de cele care descriu

fluidul prin care acesta se miscd,

vD~ 1, (11)

p

Stiind ca produsul nV D va da o forta [deja avem experientd, dar vezi si relatia (8)],
putem Tnmulti relatia precedenta cu n pentru a obtine
2

gD F~ (12)
p

10



Procedura exemplifica mat mult un mod de a géndi decat o procedura propriu-
zisa de identificare a unui grup adimensional. Forta pe care am obtinut-o este
independenta de caracteristicile corpului (viteza de deplasare si dimensiune). La
numere Reynolds unitare, fortele de inertie sunt de acelast ordin de marime cu
fortele de frecare, iar forta cu care va trebui sa actionam asupra corpulut pentru
a-l misca prin acel fluid este independenta de caracteristicile corpului, adica are
aceeasi valoare pentru orice tip de corp!

Din punct de vedere practic, analiza dimensionald reduce numarul de experi-
mente necesar pentru a gasi relatia de dependenta functionala dintre F' si cele
patru marimi fizice identificate (mai degraba propuse). Fara analiza dimensionala
vom avea nevoie de cdte N experimente pentru flecare marime fizica (pe rénd, se
variaza una dintre ele, iar celelalte se mentin constante), in total N* experimente.
Cu analiza dimensionala nu va trebui sa variem decat un singur parametru, in acest
caz Re, dect N experimente! Mai putine experimente, mai putine costuri, mat mult

timp pentru idet!
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Despre intuitie

Un exemplu sugestiv este cel pe care -am Tntalnit mat devreme, atunci cand cdutam
o forta in relatia

vD~ 1, (13)

p
Intuitia (provenita dintr-o experienta anterioara) ne ofera solutia: thmultind cu 7
putem obtine o forta ntrucat produsul nV D este o forta (37nV D este forta de
rezistenta la Tnhaintare Stokes daca Re < 1).

Etapa de identificare a marimilor fizice relevate este cruciala si tine de intuitie
atunci cand ecuatiile de miscare nu sunt cunoscute sau pur si simplu sunt prea com-
plicate pentru a fi rezolvate. Marimile fizice relevante sunt Tn mod direct legate de
fortele dominante (ordin de marime mai mare fata de cele considerate mai putin rele-
vante).

Spre exemplu, desi gravitatia este prezentd indiferent
de scara spatiala investigatd, pentru dimensiuni ca-
racteristice mici, tensiunea superficiala poate avea un tg

rol dominant. Plasat pe o suprafata hidrofoba, un li-

chid fie se poate Tmprdstia sub actiunea gravitatiei,

fle poate forma picaturi, a caror forma este impusa IO

de valoarea tensiunii superficiale. Dimensiunea ca-
racteristica a corpulut fluid plasat pe suprafata va
determina care dintre cele doud va avea un efect dominant. Intuitia ne spune cd
dimensiunea caracteristicd L ar trebui sd fle mica, dar aceastd descriere nu are
sens fara o referinta.

Referinta se construieste prin comparatie, identificand cele doua marimi fizice
importante. Prima este gravitatia, care, pentru un lichid Tn repaus, intra sub forma
unei presiunt hidrostatice, pgL - avand ca unitate de mdsurd newton pe metru pdtrat
(N/m?). Cea de-a doua este tensiunea superficiald, v - avand ca unitate de masurd
newton pe metru (N/m). Cele doua nu pot fi comparate in aceasta forma, Intrucat o

relatie de tipul
pgLi~~ = [pgh] # [7] (14)

12



nu este omogend (unitati de masura diferite). Dar putem ajusta unitatea de masura

a membrului drept tmpdrtind ~ prin L pentru a obtine N/m?,

pgL ~ 1. (15
L
Modificarea nu este lipsitd de sens fizic intrucat /L este presiunea datd de ecuatia
Young-Laplace, care descrie saltul de presiune existent la interfata de separare
dintre doua fluide imiscibile. Vom obtine o relatie pentru lungimea caracteristicd
atunci cand cele doua presiunt au acelasi ordin de mdrime,

L
PI% 1 s L~L= L. (16)

/L Py
Lungimea caracteristica obtinuta este referinta pe care o cdutam si se numeste
lungime capilard, o referinta dependenta de tensiunea superficiala, de densitatea
fluidulut si de acceleratia gravitationald. Pentru dimensiunt caracteristice mai mart
ca lungimea capilard pgL > /L, ceea ce implica un efect dominant al gravitatiet
asupra corpulut fluid (cum este cazul lichidului aflat n recipientul din imagine care
opreste tmprastierea acestuia). Pentru dimensiuni caracteristice mict (acum stim si
cat de mict: mult mat mici ca lungimea capilard, L < y/7/pg) tensiunea superficiald
este dominantad si, in acest caz, impune corpulut fluid o forma proprie. Pentru apd,
la temperatura de 20°C, lungimea capilara este fixata de legile fizicii la valoarea de
2.7 mm (v = 72mN/m, p = 998 I<g/m3, g = 9.8 m/s?). De reguld, sub aceastd scard
spatiala tensiunea superficiala are un rol predominant.

Sa tncercam un exercitiu de imaginatie plecand de la relatia obtinuta mai de-
vreme pentru lungimea capilara. Ce tensiune superficiala ar forma picaturt de apa
avand dimensiunea caracteristica de 10 cm? Folosind relatia obtinutd anterior pu-
tem estima

v ~ pgL? =~ 98 N/m, (17)

de aproximativ 1400 de ori mai mare fata de valoarea reala! Cum tensiunea super-
ficlala este direct proportionald cu energia de coeziune a moleculelor care compun
lichidul, v oc U, picaturile avand dimensiuni de 10 cm se pot forma doar dacd ener-
gia de coeziune creste cu doud ordine de marime! Cresterea lungimii capilare de
la L. la aL. se poate realiza daca la nivel molecular energia de coeziune creste de
la U la o®U.

Intuitia se poate construi plecand (si) de la unitatile de mdsura. Cele mat im-

portante marimt fizice sunt exemplificate tn continuare.

13



Marime fizica Simbol Unitate de masura Notatie M, L,T

forta F N - kg-m-s—2 MLT—?

tensiune superficiald v N/m - kg-s—2 MT?
presiune; efort p;o N/m? - kg- m~t.s72 ML=T—2
viscozitate n Pa-s - kg- m1.s71 MLT!

densitate p kg- m™3 ML™3
energie E N-m - kg-m?.s™2 ML*T—2
putere P N-m/s - kg-m?.s73 ML*T—3

Unitatile de masura nu se tin minte, se deduc. In afara de cele fundamentale

(sapte la numar) celelalte se pot deduce cunoscand sensul lor fizic. Spre exemplu:

e cfort, prin definitie forta (N) distribuitd pe o suprafata (m?) - [o] = N/m?;
e tensiune superficiald via presiune capilard, Ap ~ /L - [y] = (N/m?)-m;
e viscozitate via relatia constitutiva a fluidelor newtoniene, o ~ nV/L,

1] = (N/m?)-s;
e energie, F' X L - [E] = N-:m;
e putere, F' x V - [P] = N-m/s.

e presiune dinamica, pV?, via Bernoulli. Cum pV?/2+p+ pgz = ct, toti termenii

au aceeasi unitate de mdsurd, aici N/m?, deci [pV?] = N/m?

Tot legat de intuitie (dar si de omogenitate), sa ludm ca exemplu urmatoarea
relatie
h(t) = hoe /7. (18)

Ce reprezinta 7?2 In primul rénd, [7] =s. De ce? Pentru cd raportul t/7 trebuie sa

fle adimensional. De ce? Sa luam dezvoltarea tn serie Taylor a functiet exponentiale

2 n
r x
z f— — — —
e TR R f s (19)
Aici, z = —t/7. Dacd z ar avea unitate de masurd, relatia obtinutd anterior nu ar fi

omogend (termeni cu aceeasi unitate de mdsurd). Din acest motiy, [t/7] = [—], lar
7] =s.

Pentru a determina semnificatia fizicd, putem tnlocut ¢ cu 7 pentru a obtine
h(1)/hy = 1/e =~ 36.7%, ceea ce arata faptul ca 7 reprezintd timpul tn care h

ajunge la 36.7 % din valoarea initiald hy.
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Un exemplu clasic de intuitie prin analiza dimen-
sionald este cel legat de explozia nucleara Trinity
(Taylor, 1950a). Fara a fi cooptat tn programul nuclear
Manhattan, C. |. Taylor a fost intrebat dacd poate es-
tima energia eliberatd de explozia nucleard, cunos-

cadnd doar ca aceasta va fi eliberatda dintr-un volum

0.025 SEC.
[

mic de material radioactiv printr-un front de unda sfe-
ric ce se va extinde in directie radiala.
Taylor a presupus (intuitie cdpatata tn urma studiilor privind dinamica fluidelor) o
relatie functionala de tipul

E = f(Rv t?ﬂ)a (20)

in care E, R,t st p sunt energia eliberatd de explozie, raza frontului de unda, tim-
pul in care frontul de unda ajunge la raza R si densitatea aerului. Prin analiza

dimensionala (dar si cu un dram de intuitie) Taylor estimeaza
R
—~1—>E~pt—2 sau E=c2L (21)

unde C este o constanta care pentru aer este aproximativ 1.03. Taylor apreciaza
(Taylor, 19505b), In functie de ipoteza simplificatoare impusa, Intre 16, 8 si 23,7 kt TNT
echivalente, comparativ cu valoarea (re)estimata oficial in anul 2021 de aproximativ
24,8 kt TNT echivalente (Selby et al, 2021). Tindnd cont de scara la care s-
a desfasurat explozia nucleara Trinity, rezultatul obtinut prin intuitie si analizd
dimensionala este mai mult decat satisfacator.

Tot intuiv putem aproxima frecventa naturala de vibratie v a unet stele (Longo et
al,, 2021). Sa presupunem un corp astronomic omogen si sferic cu diametrul D avénd
densitatea p. Cu sigurantd, la asemenea scari spatiale, va trebui sd includem si
gravitatia prin intermediul constantei gravitationale G din legea atractiei universale.

Vom impune urmdtoarea relatie functionala
v = f(D,p,G). (22)

Prin calcul se obtine

1%
—_— 1 — U~ pG7 23
e % (23)

relatie care indica faptul ca frecventa de oscilatie nu depinde de mdrimea stelei!
Pentru a determina grupurile adimensionale, Tntotdeauna ar trebui sa plecam de
la ecuatiile de miscare. Chiar si atunci cand nu o facem explicit, de fapt tot pe ecuatii

ne bazam rationamentul. Spre exemplu, dacd alegem viscozitatea fluidului printre
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marimile fizice relevante, fara a pleca de la ecuatia Navier-Stokes, in realitate
ne folosim de faptul cd aceasta marime fizica este deja definital Viscozitatea se
introduce printr-o relatie constitutiva a fluidulut (practic, mediaza o relatie ntre
cauza si efect), relatie care se foloseste impreuna cu ecuatiile de miscare pentru a

determina, spre exemplu, distributia de viteza intr-un fluid.
Sa ludm acum un caz unde intuitia ne poate insela, cel putin la tnceput.

Impactul unet picaturi sferice de diametru D, avand viteza V, cu o suprafata
hidrofobd va duce la o deformatie a picdturii, care se va aplatiza pana la un diametru

maxim Djy.

Picatura are o densitate p st o tensiune su-

perficitald v. Vom considera un fluid ideal si o

viteza de impact suficient de mare cat sa pro- D O
duca o deformatie Tn urma impactului, dar su- Vl Dy
fictent de micd pentru a-si pdstra integritatea O

| . J —)

postimpact. Putem deduce, prin analiza dimen- | |

sionald, o relatie pentru diametrul maxim. Vom

considera urmatoarea relatie functionala

Cinct marimi fizice, tret fundamentale, doua grupuri adimensionale! Le vom forma

alegand tret marimi de baza, spre exemplu p, V' st D. Vom obtine

D

I, = p*VPDeDyy = R

(25)

intrucat avem doud marimti fizice cu aceeasi unitate de mdsurd, raportul lor fiind

grupul adimensional cdutat, si

1
I = p"VPDoy = —L— = — 2
2 =P VID = T We (20)

unde We reprezinta numarul Weber. Obtinem
Dy = D f(1/We). (27)

Functia care leaga cele doua grupuri adimensionale poate fi obtinuta prin experi-
ment. Dar o putem estima prin intuitie. Putem presupune faptul ca energia cinetica
a picaturt, pD3V? se transformd in energie de suprafata, vD]Zw, asociata tensiu-

nit superficiale (impactul mareste suprafata picdturii). In aceste conditii, neglijand
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energia de suprafata de la marginea picaturii putem scrie
pDV? ~ D, (28)

relatie care implicd
Dy ~ DWel/2, (29)

Experimente aratd insa o variatie a diametrulut maxim adimensional cu We1/4, ceea
ce implica faptul ca intuitia noastra nu este conforma cu realitatea. Putem totusi
rafina acest model (Clanet et al, 2004). Vom considera ecuatia de miscare Euler, In
care termenul asociat acceleratiei locale este echilibrat de gradientul de presiune
care va tinde sa readucd picdtura la forma sfericda. Sa presupunem ca la atingerea

diametrului maxim, picdtura atinge o tnaltime egald cu 0. Din ecuatia Euler,

ov
Por ™ —Vp, (30)
putem intut
Voo
/97 ~s (31)

unde p. = /0 este presiunea capilard care tinde sd readucd picdtura la formd

sferica, tar t ~ D/V. Pentru un fluid incompresibil, conservarea maset implica

nD3 nD3,
~ 0. 32
P P (32)
Cele doua relatii obtinute anterior implica
V2 D
P L M el (33)

D 0?2 D

practic relatia obtinutd pe cale experimentala.

Se poate obtine aceeasi relatie daca vom cosidera o ruta putin atipica. O pi-
caturd plasata pe o suprafata pland se va transforma ntr-o mica bdltoacd de tip
capilar daca presiunea hidrostatica depaseste presiunea capilara de la marginea
picaturii. Pentru acest caz, grosimea § variaza proportional cu lungimea capilara,
l. = (v/pg)"/?, deocarece

g ~ g 0%~ IR (34)

Considerand ca picatura este supusa unor acceleratii mari ca urmare a impac-

tulut (de la V' la 0 intr-un timp proportional cu D/V), putem tnlocui acceleratia
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gravitationald cu V2/D pentru a obtine

vD
6%~ L= 35
e (35)
Stiind ca 5D]2w ~ D3 via conservarea masei, vom obtine
Dy )
Mo Wellt, 36
2L~ e (36)

Acest ultim caz este atat un exemplu de intuitie, cat st de analogie cu un fenomen
interfacial diferit, dar totust similar la nivel conceptual.

La final, poate ar trebui sa definim printr-o secventa intuitiva cele mat importante
mdrimi fizice pe care le va ntalnt orice tanar cercetdator dornic de a ramane in

memoria colectiva a comunitatii stiintifice.

distantd /s _vitezd /s acceleratie x kg fort§ x m energie /s putere
(m) (m/s) (m/s?) (N) (N-m) (W)

/mzl /m21
efort intensitate
(N/m?) (W/m?)

O alta informatie utila tinerilor dornici de a se afirma n stiinta este si aceasta:
comunitatea stiintificd nu a reusit pana acum sa explice valorile constantelor fizice
universale (mult mat multe la numadr decat cele trei pe care le vom discuta in capitolul

urmator).
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Un sistem de masura impus de Natura

It is possible to set up units for
length, mass, time and temperature,
which are independent of special
bodies or substances, necessarily
retaining their meaning for all times
and for all civilizations, including
extraterrestrial and non-human
ones, which can be called "natural’

units of measure.

Max Planck

Nu legile fizicit au impus kilogramul, metrul sau secunda ca mdrimi caracteristice.
Aict ne referim la valorile acestora. Cele trei sunt impuse de experienta speciet
umane pe Pamant. Natura nu ar avea de ce sa aleaga ca referinta temporala partea
1/86 400 dintr-o zi de pe Terra sau ca scara spatiald un bat de 1 metru. Natura
nu a impus o viteza de deplasare a luminii Tn vid de 300000 km/s. Legile fizicii ne
spun doar ca aceasta este o constantd, valoarea ei fiind o consecinta a sistemului
de unitati de masurd. Schimbi sistemul de mdsura, se schimbda si valoarea. Dar

daca am reconsidera viteza luminii Tntr-un alt sistem de unitati?

Valorile celor tret marimi fizice fundamentale (masa, lungime si timp) pot fi regan-
dite plecand de la trei constante universale: ¢ ~ 300000 km/s, h ~ 1,054 x 10734 .5
si G = 6,674 x 107" N - m?/kg® - viteza luminii, constanta lui Planck redusa si
constanta gravitationala. Prin analizé dimensionala se ajunge la tret relatii care

definesc masa, lungimea st timpul Planck:

n
mp = f(e,h,G) — mp = ,/EC = 2,176434(24) x 105 kg, (37)
hG -35
lp = f(e.hG) = Ip = | = = 1,616255(18) x 10~ m, (38)
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respectiv
hG -
tp = f(e,h,G) = tp = \[ 5 = 5,391247(60) x 10~*s. (39)

Continuand cu aceeasti logicd, raportul dintre lungimea si timpul Planck ar repre-
zenta o viteza Planck, Tnsda nu avem nevoie de o noud denumire pentru acest raport
tntrucadt lp/tp = c.

Valorile de referinta ale sistemului de unitati Planck sunt mai putin dependente
de scara temporala sau spatiald a speciei umane, Tn consecinta au un grad redus
de antropocentrism. Intrucat suntem liberi sa alegem orice valoare de referintd,
putem alege o renormalizare a celor trei constante la o valoare egald cu unitatea,
c =h =G =1 Acest lucru implica o redefinire a kilogramului, a metrulut si
a secundei. Spre exemplu, in Sistemul International, kilogramul se defineste ca
masa unut litru de apd. Din punct de vedere practic, aceastd valoare de referinta
este complet justificatd, Tnsd, din punct de vedere fundamental, 1 litru de apa nu
reprezinta un etalon sau o referinta cu valenta universala. Prin renormalizare,
kilogramul devine independent de experienta proprie a celut care il defineste. Prin
noul kilogram vom intelege 2,176434(24) x 10~%kg tn SI.

Pentru a clarifica, sa redefinim metrul st secunda conform unitatilor Planck pen-

tru a calcula viteza luminii in acest nou sistem de unitati. Vom folosi transformarile

lp
Ip =1,616255(18) x 10~ = 40
p =1,616255(18) x 107" m — m [ 616255(18) X 10 (40)
st
_ tp
tp = 5,391247(60) x 10~ = . 4
P=9 (60) X107 = s = 0 1247(60) 10 )
Vom obtine

5,301247(60) x 1074 Ip _ Ip
— 209792 458 x _ P
¢ 1,616255(18) x 10~ tp tp

In mod analog se obtin si celelalte dou& constante universale.

Sistemul International nu foloseste aceste valori de referintd, ci se bazeaza pe
sapte marimti fizice fundamentale, sapte valori de referinta extrase din experienta
curentd a speciet umane: metru (1/10 mil. din distanta de la Ecuator la Polul Nord),
secundd (1/86400 dintr-o zi), kilogram (masa unut litru de apd), kelvin (explicatia
implicd prea multe scart de temperatura si experiente pentru a-l defint rapid), amper
(prea complicat), mol (cantitate ce contine acelasi numar de particule elementare
cate se regasesc tn 12 g de carbon 12) si candela (din nou prea complicat).

Tn dinamica fluidelor, cel mai des tntalnite sunt primele tret si cateodata kelvinul.

Le vom folosi Th mod repetat pentru a cdpata .. intuitie.
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CGrupuri adimensionale in mecanica

fluidelor

Forte, eforturi sau actiuni ca ordin de marime

Inainte de a folosi analiza dimensionald pentru a rezolva o problemd fizica fun-
damentala sau de ordin practic, poate ar fi indicat sa mai cdpatam intuitie. De
aceasta data vom evalua cele mat importante forte, eforturi sau actiuni la care
sunt supuse fluidele. Vom incepe cu ecuatia de miscare a fluidelor incompresibile
st newtoniene, ecuatia Navier-Stokes. Forma locala (valabila in fiecare punct al

domeniulut fluid aflat sub observatie) este

p [(?)_Z + (v - V)V] = pg — Vp +nVv. (43)
La prima vedere pare complicatd. Tn esentd, nu este. Primul lucru pe care ar trebui
sa 1l facem, daca nu cunoastem (deloc) ecuatia, este sa evaluam unitatea de mdsura
a flecarui termen. Cel mat simplu termen de evaluat este Vp (derivata presiunii tn
raport cu spatiul), de unde deducem ca unitatea de mdasura este pascal pe metru.
Deci fiecare termen ar reprezenta o forta pe unitatea de volum (de unde si afirmatia
precedenta prin care am subliniat ca ecuatia este valabild local). Daca thmultim
(fictiv) ecuatia cu un volum, Tn membrul stdng vom obtine produsul dintre masa si
acceleratie, tar tn membrul drept o suma de forte: de greutate, de presiune si forte

de frecare datorate viscozitatii fluidului (o forma a legit lut Newton).

Derivatele denota faptul cd viteza si presiunea variaza n spatiu si timp. Vom
ignora acest aspect evaluand ca ordin de marime fiecare membru considerand valori
de referintd pentru cele doud (de fapt, patru v,,v,,v, st p) necunoscute, dar si
pentru variabilele de care depind acestea, spatiu si timp. Vom impune o viteza
caracteristica a curgerit (spre exemplu, viteza medie) V, o presiune caracteristica py,
0 scara spatiala caracteristica L si o scara temporala T. Pentru a obtine forte, vom

evalua fiecare membru al ecuatiet precedente prin tnmultire cu volumul infinitezimal
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dY = dx dy dz. Vom obtine cinci forte caracteristice:

e o forta nestationara, 5
A% V
Pt ay ~ pTL?’ = F, (44)
e o forta de inertie,
V2
p(v-V)vdy ~ pTLg’ ~ pV2L? = F}, (45)
e o forta de greutate,
pgdV ~ pgl® = F,, (46)
e o forta de presiune,
vpmz~3%L3~gmL2=fg, (47)

st o forta de frecare vascoasa,
2 Vo
% Vden—LQL ~nVL=Fy. (48)

Fortele de inertie si de frecare vascoasa ne sunt cunoscute, le-am determinat Tn
primul capitol prin analiza dimensionala (fara a cunoaste ecuatia de miscare!). Ne
vor fi de folos in a determina principalele grupuri adimensionale.

Evaluarea eforturilor tangentiale de natura vascoasa (ca ordin de marime) pleaca
de la relatia constitutiva a fluidelor newtoniene, o relatie de directa proportio-
nalitate intre efortul tangential si viteza de deformatie specifica (dependenta de
gradientul de vitezd). Pentru o miscare de forfecare simpla in directia axet Oz,

efortul tangential va fi
dv V
o = z o~ 49

Un alt tip de efort important este cel care defineste saltul de presiune de la interfata

de separare a doua fluide imiscibile (hnumit st presiune capilard). In repaus, aceasta

diferentd de presiune este descrisa de ecuatia Young-Laplace,

11
Ap=r(—+— 50
b 7(31 &)’ 50)

in care Ry sunt cele doud raze de curburd ale interfetei. Considerand L ca ordin
de mdrime caracteristic al celor doua raze de curbura (spre exemplu, L poate fi ales
ca medie a celor douad - vezi curbura medie), ordinul de marime al presiunit capilare
va fi

Ap ~ /L. (51)
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Regula este simpld, se inlocuiesc toate mdarimile fizice cu cate un corespondent
caracteristic, iar derivatele devin rapoarte. Scdrile caracteristice, spatiale sau tem-
porale, indica fortele dominante, ceea ce face problema initiala putin mat simpla.
Arta modelarit matematice a unui fenomen fizic nu sta neaparat in a include toate
fortele care actioneaza asupra unut domeniu fluid, ci de a intui pe care le putem

tgnora.

Scari spatiale si temporale caracteristice

Lungimea capilara definita anterior este o astfel de scard; o scard spatiald carac-
teristicd, mat exact. Daca vom compara presiunea hidrostatica (sau fortele masice)

cu presiunea capilara (sau fortele de tensiune superficiald),

pgL?

~1— Ly (52)
Py

pgL? ~~L —

vom gasi o referinta care ne indica faptul cd, pentru dimensiuni caracteristice mult
mat mict comparativ cu lungimea capilard, fortele masice se pot neglija. Pentru
a nu complica lucrurile tnca de la tnceput, am ignorat faptul cd un corp imersat
intr-un fluid va simti o forta arhimedica proportionala cu volumul de fluid dezlocuit.
Din acest motiv, lungimea capilara l. se defineste considerand fortele masice reduse
ApgL? (reduse de forta arhimedicd) unde Ap este diferenta de densitate dintre corp

(flutd sau nu) st mediul extern fluid,

N
lo = Aog (53)

Modificarea are implicatii majore! Sa ludm o picatura de apd imersata intr-un
alt lichid imiscibil. Cum o diferenta mica de densitate implica o lungime capilard
mai mare, acest fapt implica o extindere a scarii spatiale caracteristice fenomenelor
interfaciale (In aer aceasta este fixata la 2.7 mm). Pentru o diferentd de densitate
ce tinde catre zero, Ap — 0, efectele cdmpulut gravitational sunt eliminate, I, — oo,
ceea ce implica posibilitatea desfdsurdrii unor experimente pe Terra echivalente
(Intr-o oarecare masura) celor efectuate in spatiu, departe de influenta campulut

gravitational.

Fenomenele dominate de tensiune superficiald ne ofera alte doua exemple pri-
vind scara caracteristica a unut fenomen fizic, de aceasta datd o scara temporala.

Sa consideram un corp fluid aflat sub actiunea fortelor de tensiune superficiald. Sa
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presupunem ca acesta se opune (doar!) prin inertie,
F, ~ F, = ~yL~ pV*L2. (54)

Vom introduce un timp tg caracteristic regimurilor inertial-capilare. Vom obtine

L* L3
YL~ poe oty = | (55)
tr g

numit si timp Rayleigh.
Sa presupunem acum ca fluidul se opune prin frecare vascoasd, in consecinta
L nL
Fy~Fy =-~yL~nVL—=~vy~n——1t,=—, (56)
ty ol
numit st timp visco-capilar.
Putem construi o scard temporald atipica dacd in relatia precedenta inlocuim

scara spatiala caracteristica L cu lungimea capilara,

po ey (57)
gl VPIY
Obtinem un timp caracteristic ce contine, pe langa cele trei proprietdti importante
ale fluidelor, st acceleratia gravitationald! Aceasta scard temporala este caracteris-
tica fenomenelor pentru care fortele masice, de tensiune superficiala si de frecare
vascoasd sunt dominante.

Pentru o curgere pulsatorie a sangelut prin sistemul circulator, scara temporald
caracteristica este impusa de frecventa cardiaca. Pentru curgerea unut fluid in
jurul unut cilindru, cu desprindere de vartejurt in siajul cilindrului, scara temporald
caracteristica este impusa de frecventa de desprindere a vartejurilor.

Pentru o conductd circulard aflata sub presiune, prin care curge un lichid, scara
spatiald caracteristica este diametrul acesteia. Dar daca sectiunea transversald a
conductei nu este circulara? Ce dimensiune caracteristica se poate alege? Pentru

astfel de cazuri se defineste diametrul hidraulic,
D, = —, (58)

unde A si P sunt aria si perimetrul udat al sectiunii transversale. Relatia de
definitie este conceputa astfel ihcat diametrul hidraulic sa coincida cu diametrul

uneil conducte cu sectiune circulara.
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Pentru o simulare numerica (pe scurt, o rezolvare a ecuatiilor de miscare inlocu-
ind derivatele cu diferente finite) alegerea unei discretizart Az a domentulut fluid
(scara spatiald caracteristica a simuldrii) st a unui pas de timp At (scara temporala
caracteristica a simuldrii) sunt esentiale. De requld, se urmdreste evolutia unut grup

adimensional numit numarul Courant,
C =VAt/Ax, (59)

unde V' este o viteza caracteristica a curgerii ce se doreste a fi simulata. Numarul
Courant indica masura 1n care informatia se propaga (V) de-a lungul celulet de
discretizare Az Tn unitatea de timp At. Daca C > 1, informatia se propaga prin mai
mult de o celula Tn timpul At, ceea ce poate conduce la rezultate numerice nefizice.

Un alt exemplu de scara temporala frecvent utilizata este
T ~ pL?/n, (60)

care poate fi construita plecand de la o varianta a ecuatiet de miscare, anume

pv) m
2
~ =V (pv), (67)
ot P
care, In esentd, este o ecuatie de difuzie a densitatii de impuls (mv este impulsul, pv
este densitatea de impuls; se tmparte impulsul la unitatea de volum). Evaluand ca
ordin de marime fiecare termen, obtinem scara temporald caracteristicd, un indicator

al timpului necesar pentru ca impulsul fluidulut aflat Tn miscare sa difuzeze pe o

distantd egald cu L.

Un numar adimensional de tinut minte

Cel mat important grup adimensional Tntalnit Tn studiile privind curgerea fluidelor se
construieste raportand fortele de inertie la fortele de frecare vascoasd. Vom obtine

numarul Reynolds,
Fi pV2IL? _pVL

Re = — =
Fy nVL n

(62)

Introdus initial pentru a indica regimul de curgere (laminar sau turbulent), acest
numar este cel mai utilizat grup adimensional din mecanica fluidelor. Un caz limita
extrem de interesant este cel al vietuitoarelor de dimensiuni mici, deci Re <« 1,
unde eforturile tangentiale de origine vascoasa ale fluidului prin care acestea se

misca sunt dominante, iar miscarea simetricd, de fapt, te tine in loc. Pentru cazul
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curgerilor in conducte circulare drepte, valoarea de prag, care delimiteazad curgerea
laminara de cea turbulentd, este Re ~ 2300. De mentionat faptul cd, Tn conditii de
laborator, prin tehnici speciale de laminarizare a curgerii, regimul laminar poate fi

extins cu mult peste aceasta valoare de referinta.

Lista unor numere adimensionale care se uita

Vom expune aceasta lista plecand de la cele sase tipuri de forte identificate anterior:
Fos=pVvL?® Fy=pV?L? F,=pgl® F,=pL* Fy=nVLsiF,=~L, (63)

unde scara temporald T este inlocuita cu v = 1/T. In primul rand va trebui sa
stabilim daca tensiunea superficiala este importanta pentru fenomenul aflat sub lupa
cercetatorului. Vom raporta fortele de greutate la fortele de tensiune superficialda

pentru a obtine numdrul Bond (din punct de vedere istoric initial Eotvos - vezi
Ceorgescu (2004)),

F L2
Bo= 9 = PI% (64)
F, y

Daca numarul Bo > 1, fortele de tensiune superficiala pot fi neglijate. Putem obtine

urmatoarele grupuri adimensionale in raport cu fortele de inertie:

e numarul Strouhal, folosit pentru a descrie curgeri nepermanente,

St="1 = (65)

e numarul Froude, folosit pentru a studia curgeri cu suprafata liberg,

F. V2
Fr=——— 66
== (66)

e numdrul Euler, folosit pentru a studia cavitatia sau curgerile compresibile,

F, Do

e numarul Reynolds, folosit pentru a descrie regimul de curgere,

F, pVL
Re =i P"2

F » (68)
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Interpretarea sau situatiile in care acestea se pot folosi sunt dependente de
contextul problemei de ordin fizic. Daca numdrul Bo < 1, putem neglija fortele
masice. Putem obtine urmdtoarele grupuri adimensionale tn raport cu fortele de

tensiune superficiala:

e daca Re > 1, vom considera fortele de inertie si vom obtine numarul Weber,
folosit pentru a descrie tranzitia de la picaturti la jeturi sau impactul picaturilor

cu suprafete solide,
Fy_ pV?L
F, v

We = (69)

e dacd Re < 1, vom considera fortele de frecare si vom obtine numarul capilaritatii,

folosit pentru a descrie instabilitatea straturilor subtiri vascoase,

Ca = & = ﬂ, (70)
F, ¥

Se observa faptul ca Re = We/Ca.
Cu exceptia numarului Bond, toate celelalte sunt dependente de cinematicd. Pu-
tem construi un alt grup adimensional, independent de cinematicd, daca vom raporta

timpul vascos-capilar si timpul inertial-capilar. Vom obtine numarul Ohnesorge

Oh=lo_ kv _ 0 (71)
tr L3y VL

Numadrul precedent mati este cunoscut si ca numarul Laplace, dar sub o alta formd,

1 ;L p(y/n)L
Oh*  n? n

, (72)

care este de fapt un numar Reynolds al capilaritatit daca tinem cont de faptul ca
[v/n] = m/s.

Cele noud grupuri adimensionale sunt cele mai tntdlnite numere adimensionale
i mecanica fluidelor. Tns&, geometria curgerii sau variatia proprietatilor de material
impun o serie de numere adimensionale specifice. Vom enumera o serie de grupuri

adimensionale rar tntalnite chiar si de cdtre specialisti.

e Numadrul Arhimede, raportul dintre forta de greutate redusa (redusa de forta
arhimedicd) st forta necesard pentru a deplasa un corp la un numdr Reynolds

egal cu unitatea,
c L3
Ao P 20)9
m*/p

unde p. este densitatea corpulut solid imersat.

, (73)
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e Numadrul Atwood, raportul dintre diferenta si suma densitatilor asociate cur-

gerilor stratificate instabile,

At =L P2 (74)
p1+ p2

e Numdrul Bingham, raportul dintre efortul asociat pragulut de curgere oy (sub
care un fluid nenewtonian cu prag de curgere nu se miscd) si efortul tangential

de frecare .
o1y Ny
Bm = = —. 75
m /L oV (75)

e Numdrul Dean, care caracterizeaza curgerea prin conducte curbe

g\ M2
Dn = Re (ﬁ) , (76)

unde R este raza de curburd a conductei ce cuantifica deviatia conductei de

la o linte dreapta.

e Numadrul Rosshy, raportul dintre fortele de inertie si fortele Coriolis in cazul

curgerilor geofizice de la nivel planetar,

vV v
120Q x v|  2LQsing’

Ro (77)

unde §2 este viteza unghiulara asociata rotatiei planetare, iar ¢ este latitudi-

nea. Tot aici, se poate defini un grup adimensional care compara fortele de

frecare asociate viscozitatii cu fortele Coriolis. Se introduce numarul Ekman
Ro n

Fh= 2= 1T
‘T Re  2p2Qsing

(78)
e Numadrul Morton (un numar foarte complicat, de altfel), folosit pentru a carac-

teriza forma picaturilor care se deplaseaza printr-un alt mediu fluid imiscibil

We*  Apgn}

Mo = =
Fr Re? P23

, (79)

unde 7. st pe sunt viscozitatea si densitatea fluidului exterior picdturii.

e Numarul Taylor, folosit pentru a caracteriza instabilitatea Taylor-Couette a

fluidulut care curge ca urmare a deplasarit relative a dot cilindri concentrici,
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avand razele R; si Ry,

_ pQQQRl(RQ - R1)3

Ta e ,

(80)

unde €2 este viteza unghiulara.

e Numdrul Trouton, raportul dintre viscozitatea unut fluid intr-o miscare pura

uniaxialad si viscozitatea definita pentru o miscare de forfecare simpla,
)
Tr=—. (81)

Pentru un fluid newtonian Tr = 3.

Vom afla (si uita) si de alte grupuri adimensionale pe mdsurd ce parcurgem acest
material, grupuri pe care le vom introduce atunci cand vom Tncerca sa raspundem

la anumite probleme de ordin fizic.
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O serie de intrebari cu raspuns prin

analiza dimensionala

Raspunsuri clasice in mecanica fluidelor

Forte de rezistenta la naintare

Ce fortd de rezistenta la thaintare tntdmpina un corp cu dimensiunea caracteristica
D care se deplaseaza cu viteza constanta V' printr-un mediu fluid?

Intuim o relatie functionala de tipul

FR:f(V7D7p777)' (82)

Putem alege ca mdrimi de baza densitatea, viteza si diametrul. Vom obtine doua

grupuri adimensionale, anume

Fr

H1 = paVbDCFR = m (83)
st
Ty = p*VP Doy = WLD. (84)
Relatia functionala va fi -
R
De requla, relatia de calcul al fortei de
rezistenta la Tnhaintare se pune tn urmatoarea
c.
forma ‘
1
Fr = Cd§PV2Aa (86)
ih care C; = Cy(Re) este coeficientul A
de rezistenta la tnaintare, iar A este aria Stokes

proiectiel corpulut pe un plan perpendicular pe 0 0 0t 0 0

directia de deplasare.
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Coeficientul se determina experimental raportand forta de rezistenta la thaintare
la pV2A/2. In figura aldturatd se prezinta variatia acestui coeficient cu numdrul

Reynolds pentru un obiect sferic.

O solutie alternativa poate fi obtinuta daca printre marimile de baza vom alege

viscozitatea in locul densitatii. Vom obtine

Fr
I = 7'V DFy, = 87
1=7 R VD (87)
i VD
I, = 5°veDep = 222 (88)
Relatia functionala va fi
Fr=nVD f(Re). (89)

Relatia obtinuta este folosita pentru numere Re < 1. Pentru o curgere Stokes,
Re <« 1, ecuatia Navier-Stokes poate fi integrata analitic, caz in care f(Re) = 3m.

Obtinem forta de rezistenta la Thaintare Stokes
Fr=3mVD. (90)

Pentru o curgere Stokes, egaldnd cele doud expresii ale fortei de rezistenta la

Tnaintare, obtinem
24

Cdzﬁv

(91)
valabila doar daca Re <« 1.

Pentru numere Re < 5, coeficientul de rezistenta la thaintare poate fi determinat

o= 2 (1 + iRe) . (92)

folosind relatia lui Ossen

" Re 16

Problema se modifica daca vom considera o picatura de lichid care se deplaseaza
printr-un alt mediu fluid. Daca cele doua fluide sunt imiscibile si prezinta un raport
de densitate mare, forta de rezistenta la lhaintare va depinde si de viscozitatea
picdturit n,,

FR:f(V7D7pan>77p)' (93)

Relatia functionala include sase marimi fizice care se reduc la tret marimi fundamen-

tale. Vom obtine tret grupuri adimensionale, anume

Fr

app = { (Re.B) = Fr=Ca(Re,) LoVA, 04
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unde 8 = n,/n este raportul de viscozitate. In conditii de curgere Stokes

8 (3842
- (552). %)

relatie care se reduce la 24/Re pentru un corp solid aflat tntr-un lichid (8 — o0),
ceea ce implica

Fr=3mVD. (96)

Pentru o bula de gaz intr-un lichid (8 — 0) Cy = 16/Re, ceea ce implica
Fr=2mVD. (97)

Cele douad rezultate obtinute difera doar prin coeficientul numeric, dar nu cu mult
(37 =~ 9.4 versus 2m =~ 6.2). Desi cele doua corpurt sferice sunt diferite (unul este
solid, celalalt gazos), la numere Reynolds mici, dinamica lor este asemandtoare,
Fr ~nV D, relatie care poate fi gdasita prin analiza dimensionald daca se intuieste

faptul ca eforturile de naturd vascoasa domina dinamica asociata curgerii.

Relatia Hagen-Poiseuille

Relatia Hagen-Poiseuille este una dintre cele mai cunoscute relatii din mecanica
fluidelor, prin care se poate determina debitul de fluid tranzitat printr-o conducta
circulara in conditii de curgere permamenta (fara variatit in timp) st regim laminar.
Intuim un gradient de presiune constant pe o sectiune de lungime L a unei conducte

cu diametrul 2R. Vom presupune doud relatii functionale
A , A
o=r(Lrr) s @=s(Lnr). %)

Fiecare relatie contine cate patru marimi fizice care se reduc la trei marimi fun-
damentale, dect vom obtine cate un singur grup adimensional pentru fiecare relatie.
Determinarea grupurilor adimensionale respecta procedura pe care am amintit-o
anterior, insa ne putem folosi de intuitie pentru a scapa de calcul.

Putem pleca de la gradientul de presiune Ap/L. Stim ca prin tnmultire cu R,
ne mai ramane sa tmpadrtim la o presiune pentru a forma grupul adimensional. Cum

pV? este o presiune, iar V ~ Q/R?, grupul adimensional va fi

A R ApR5 ApR5
p _Ap |50~ |APE

W= T amr g~ pL

(99)
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Cea de-a doua varianta se construieste tn mod similar, de aceasta data folosind

ordinul de marime al eforturilor tangentiale de natura vascoasa, nV/R. Vom obtine

% R B ApR*
L n(Q/R*)/R  nQL

4
1~ B (100)

1I =
nL

Care dintre cele doud este varianta corecta? Pentru a raspunde la aceastd intrebare
va trebui sa aducem 1n discutie si ecuatia de miscare. In conditiile mentionate

anterior, pentru o curgere in directia axei Oz, curgerea este descrisa de ecuatia

ldp 1d dv,
_r_- . 101
ndz  rdr (T dr) (107)

Evaluand ca ordin de marime fiecare termen, obtinem

1A ApR?
~opb V%VN PR

v ApR*
n L  R? '

nL

—Q ~

(102)

Solutia exacta,

TApR*
= 103
Q="500 (103

se obtine prin integrarea ecuatiei de miscare.

Pierderi de presiune

Vom 1ncerca sa estimam prin analiza dimensionala pierderile de presiune Ap pro-
vocate de viscozitatea fluidelor la curgerea acestora printr-o conducta de lungime
L si diametru D. Initial, vom aborda curgerea laminard a unut fluid cu densitate p

st viscozitate n, astfel tncat vom propune urmatoarea relatie functionald

A
= (D.V.p.m). (104)

Alegem p,V st D ca marimi de baza. Vom obtine

A
M, = p*viDe=l (105)
L
st
I, = p"VDen. (106)

Vom gdsi urmdtoarea relatie intre grupurile adimensionale

Ap D
T f(Re). (107)
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Aceastd functie de numarul Reynolds reprezinta coeficientul pierderilor liniare de

presiune f sijoaca un rol central Tn mecanica fluidelor. Pentru o miscare laminara

64
f=5s Re<230. (108)

Pentru o miscare turbulenta se cunoaste relatia lui Blasius
f=0,316Re™"* 4000 < Re < 10°. (109)

Insa, pentru o miscare turbulenta, relatia functionala trebuie sa contina si rugozi-
tatea medie € a asperitdtilor de la peretele conductei - una dintre cauzele acestei
instabilitati hidrodinamice. Vom presupune

Ap

T:f(D7V7:O7777€)' (110)

De aceasta data relatia contine sase marimi fizice care se reduc la tret marimi
fundamentale. Alegem p,V si D ca marimi de bazd, vom gasi cele doua grupuri
identificate anterior, plus unul format din cele tret de baza si e. Cum € st D au
aceeasi unitate de masura, raportul lor va fi grupul adimensional cdutat. Vom gdsi
urmatoarea relatie
A2 D Ree/D). (11)
L pV?
Se cunosc mai multe relatit semiempirice pentru calculul acestui coeficient al pier-

derilor de presiune, printre care formula explicita a lut Haaland,

1 6,9 [e¢/D\""
— = —1,8lg| ==+ [ L= . 112
V7o e Re*(&?) e

Pana acum, nu se cunosc relatii analitice sau empirice in cazul regimulut de tranzitie,
2300 < Re < 4000.

Aleea de vartejuri Karman

Curgerea unui fluid in jurul unut obiect poate fi extrem de
ofertanta din punct de vedere fenomenologic. Cresterea
vitezei cu care fluidul loveste corpul duce la o multitudine

de regimuri de curgere. Ne vom opri asupra celui mai @1 ‘ .

spectaculos, numit aleea de vartejurt Kdrman. In anumite

conditii (vom vedea imediat care sunt acestea), zonele cu

vorticitate concentratd, care se formeaza 1n vecindtatea
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corpului, se vor desprinde si vor migra purtate de curentul de fluid. Desprinderea
vartejurilor este periodica si creste odatd cu cresterea vitezei. Cu ce frecventa v se

desprind aceste vartejurit? Putem intut o relatie functionala de tipul

v=f(p,V,D,n). (113)

Alegem p,V st D ca marimi de bazd, de unde vom obtine

I, = p*V’Dv (114)
st
I, = p"V*De, (115)
ceea ce implica
vD
5 = f(Re) = St = f(Re). (116)

ldentificam doua grupuri adimensionale cunoscute, numdrul Strouhal si numadrul

Reynolds. Semiempiric, se obtine urmdtoarea relatie

20
St = 0,21 (1_F)’ 50 < Re < 10°. (117)
e
Desprinderea apare pentru valori ale numarulut Reynolds mai mari ca 50. Pentru

numere Reynolds mari, se poate folosi urmdtoarea aproximare,

v

St 0,21 ~ 0,21 —. 118
210,215 (18)

Cascada energetica turbulenta

Probabil cel mai rasundtor succes al analizei dimensionale se poate gasi in turbulenta.
Conceptul de cascada energetica turbulenta (transfer de energie de la o scara
spatiald la alta) se bazeazd pe ideea de a trata turbulenta ca o multitudine de
vartejurt avand un spectru de dimensiuni caracteristice. Unut vartej de dimensiune
L i se poate asocia o viteza caracteristicd V(L) si o scard temporala caracteris-
tica t(L). Vartejurile mari pot fi instabile, transformandu-se tn vartejurt mai mici
transferdnd energia cinetica pe care o contin. Scara la care apare disiparea prin
viscozitate a acestei energit este mult mai micd decat scara integrald (cea mat mare
scara asociatd curgerii) si se poate determina prin analiza dimensionala.

In acest sens, ipoteza lui Kolmogorov (obtinutd prin intuitie!) este urmatoarea:
tntr-o curgere turbulenta, pentru numere Reynolds suficient de mari, statistica aso-

ciata curgerilor la scdri spatiale mici capdta o forma universal valabild si este tn

35



totalitate dependentd de viscozitatea cinematica (v = n/p) st de rata de disipare
a energiet turbulente specifice €. Se pot defini trei scari asociate acestui proces
turbulent puternic disipativ: o scard spatiala [,,, o scara temporala ¢, st o scard a
vitezei V,, toate trei functii de v st e. Cum rata de disipare a energiei turbulente
specifice € se masoara in J/(kg-s) - energie pierduta de fiecare kilogram la fiecare

secunda - prin analiza dimensionald vom gdsi

3\ V4 v 1/2 L
~ (= ~ (" () /A
I, (5) t, (8) LV ~ (ve) '/, (119)

De observat faptul ca numarul Reynolds, calculat cu aceste valori caracteristice
pentru regimul disipatiy, este intotdeauna egal cu unitatea, Re =V, L, /v = 1, ceea
ce arata cd transferul de energie (efectul de cascada energetica) se desfdsoara cdtre
scart spatiale din ce In ce mat mici, unde disiparea prin viscozitate domind procesul

fizic.

Transferul de la scari spatiale mart ca-
By~ 2L By~ k53 B~ S/

tre scara Kolmogorov la care are loc disi-

input de energie L
. & —
cinetica

N

log Es(k)

parea prin viscozitate a energiei turbulente,

respecta o lege universald, in care energia

spectraléd Fg (energie pe unitatea de kilo-

disipare — caldurd
o

gram asociata unui vartej de dimensiunea

) —>
caracteristicd L - J/(kg'm™!) - sau cu un
numdr de undd asociat de ordin k ~ 1/L) I ! ek
este o functie exclusiv de rata de disipare
a energiet turbulente specifice € st de numdrul de unda

Es = f(e, k) = Eg ~ 23753, (120)

Aceasta este legea universald a turbulentei, numita si legea "-5/3', obtinuta tn prin-

cipal prin intuitie si analizd dimensionala.

Lungime de stabilizare a curgerii

Sa consideram o conducta tn care injectam brusc un fluid cu densitate p si viscozitate
n. Treptat, distributia (cvast)uniformad de la intrare se va relaxa catre o distributie
parabolica dacad regimul de curgere este laminar. Nucleul irotational se va micsora
pe mdsura ce stratul limita de la peretele conductei se mareste, o consecinta a

difuziet efectelor induse de viscozitate.
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Distanta pe care fluidul o parcurge

pand la stabilirea unut regim a carut Ly 00.#0 9.0, =0
. . . . v . . v oA b ]
distributie de viteza nu mat variaza n =S~ 2
' > I i T
. o > , —> ——— 3" ====~ I
lungul curgerii (curgere total dezvoltatd) _.—’]Z = 4
se numeste lungime de stabilizare, L,. ~ / e / .
; nucleu strat limitd curgere total dezvoltatd
. o . irotational
Lungimea de stabilizare va depinde de otation
diametrul conductei, D, de proprietatile
de material st de viteza cu care fluidul
patrunde tn conducta.
Putem presupune o relatie de tipul

Putem alege p,V si D ca mdrimi de baza pentru a obtine

I, = p"V*D L, (122)
st
I, = p"VPDen. (123)
Vom obtine o relatie de tipul
L
58 = f(Re). (124)

Prin experimente se poate identifica dependenta dintre cele doua numere adimen-

sionale. Pentru o curgere laminara

L
= ~0.06Re, Re <2300, (125)

tar pentru o curgere turbulentd
Ls 1/6
5~ 4.4Re"’”, Re > 4000. (126)

Cea mai mare lungime de stabilizare este de 138 D si se atinge pentru Re = 2300.

Curgeri incompresibile ale fluidelor compresibile

Conditia de curgere incompresibila difera intr-un mod subtil de conditia de fluid

incompresibil. Daca vom considera o curgere permanenta unidirectionala in lungul

37



axet Ox, a unui fluid ideal, ecuatia de continuitate va avea urmadtoarea forma

dp B dp vy
E—I—(V,o)-v—l—p(V-v)—O—>vxax+pax—O. (127)

Curgerea unut fluid compresibil poate fi considerata incompresibila daca

@ < v,
Ve ox p o’

(128)

Putem estima derivatele prin diferente finite Tn densitate si vitezda. Vom obtine

) 5 ) )
0 )2 L, 0P 00 0P Ot (129)
ox ox ox ox P Uy

Din ecuatia lui Bernoulli putem estima dp,

p2—pi+ 5V V) =0 (130

unde ps = p1 +dp, Vo = V4 — dv,, Vi = v, (0 crestere de presiune duce la o scadere

a vitezei). Stiind ca (dv,)? ~ 0, vom obtine
op — pu0v, =0 — 0p = pvov,. (131)

Putem introduce viteza sunetulut,

op op
c ’/ap ,/5/) (132)

prin intermediul careia vom gasi conditia de curgere incompresibila,

2
Y2 «15Ma2 <1, (133)

2
unde Ma defineste numarul Mach, raportul dintre viteza de curgere si viteza sune-
tulut prin acel fluid. Din practica, Ma < 0.3 satisface conditia de curgere incompre-

sibila.

Numere adimensionale in reologie

Unele materiale fluide curg mati greu. Unele par sa nu curga deloc, la prima vedere
putand fi catalogate drept solide. Dar daca lupa cercetatorului ramdne suficient
de mult timp fixata asupra materialului, va ardta ca tntr-adevar materialul curge.

Din nou avem nevoie de o referinta tntrucat mult sau putin nu spune nimic despre
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proces sau material. In acest sens, se defineste numdrul Deborah,

De = ti (134)

o

raportul dintre timpul de relaxare al materialului (o caracteristica a elasticitatii
acestuia, elasticitate care arata capacitatea de a tThmagazina st de a elibera ener-
gie mecanicd) si timpul de observatie alocat procesului. Spre exemplu, In reologie,
numarul De este raportul dintre timpul de relaxare al materialulut si timpul carac-

teristic al procesului de deformatie.

Se disting doud cazuri limita: De < 1 cazul unut fluid, respectiv De > 1 cazul
unui solid. Pentru o entitate atemporala, cu un timp de observatie infinit, toate
fenomenele fizice au un caracter fluid! Acum putem spune ca avem si o perspectivad

relativ filozofica a ceea ce ar putea reprezenta un fluid.
Un alt grup adimensional relevant este numarul Weissenberg, raportul dintre
eforturile elastice si cele de natura vascoasad,

v

Wi= . (135)

Fenomenele ce se desfdsoard la scdri spatiale mat mari ca lungimea capilara (deci
Bo > 1), care implica un fluid cu elasticitate, sunt Tn general descrise de urmatoarele
marimi fizice

(n,L,V,p,T). (136)

Putem alege p,V si L ca marimi de baza pentru a obtine

I, = p"VPLer (137)
st

I, = p"VP L, (138)

ceea ce implica

L
(n,L,V,p,T) %Wl:% st Re:%. (139)
Raportul celor doua defineste numarul elasticitatii, v. McKinley (2005),
Wi
= — = —~. 140
Re pL? (140)

Pentru un fluid nenewtonian, n reprezinta viscozitatea primulut platou newtonian.

Fenomenele ce se desfasoara la scdri spatiale mat mict ca lungimea capilara

(Bo < 1), care includ fluide cu comportament reologic complex, implica st tensiu-
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nea superficiala ca marime fizica importanta tn dinamica curgerilor (spre exemplu,
subtierea filamentelor vascoelastice). In cazul fluidelor cu elasticitate pentru care
eforturile de naturd vascoasa domina in detrimentul inertiei, problema se reduce la

urmdatoarele marimi fizice relevante
(n, L, V,7,7). (147)

Putem alege 1,V si L ca marimi de baza pentru a obtine

I = 7*V'Ler (142)
st
Iy, = n"VP L. (143)
ceea ce implica
1% 1%
(n,L,‘/,v,T)—)W'L:% si Ca= 1" (144)
gl

Raportul celor doua defineste numarul elastocapilaritatit

Wi
_M_T (145)

E =—.
‘T Ca nL

In cazul fluidelor cu elasticitate pentru care inertia domind in detrimentul efor-

turilor de naturd vascoasd, problema se reduce la urmdtoarele marimi fizice

(p, L, V,7, 7). (146)

Putem alege p,V st L ca mdrimi de bazd pentru a obtine

I, = p*V°Ler (147)
st
I, = p"V'LC, (148)
ceea ce implica
V V2L
(p,L,V,’y,T)—>V\/'L:% st We = 7 : (149)
Y

Problema poate fi reformulata prin intermediul raportului celor doua grupuri

adimensionale identificate anterior

Wi ™ n 1y Ec

We pVI2 pVL nL Re

(150)
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Convectie, conductie, curgere

Aplicatiile practice ale fenomenelor fizice care includ si transfer termic nu se pot
descrie fara numere adimensionale. Vom fincerca sd le introducem pe cele mai
tmportante.
Sa consideram doud ecuatii, aparent fara legatura, anume
Apv) _ U2 (pv) si or _ aV*T. (151)
ot p ot

Prima este o aproximare a ecuatiei Navier-Stokes (care descrie curgerea unui fluid),
cea de-a doua este ecuatia transferului termic (ecuatia caldurii, Tn care T este
temperatura). Ambele sunt ecuatii de difuzie! Ambele au aceeasi semnificatie fizica
la baza intrucat descriu un proces de difuzie. Prima descrie difuzia densitatii de
impuls a fluidului, cea de-a doua difuzia caldurii. Coeficientul care mediaza cei doi
terment ai ecuatiei are ca unitate de masurd m?/s, atat n/p, cat si a (difuzivitatea
termicd). Raportul celor dot coeficienti, difuzivitatea impulsului (se mai numeste si

viscozitate cinematicd) si difuzivitatea termica defineste numarul Prandtl

S n/p_ n/p nCcp
S T Hen) Tk (152

unde k este conductivitatea termicd, iar ¢, este cdldura specificd la presiune con-
stanta. Valori mici ale numarulut Prandtl indica o dominanta a difuziei termice,
efectele termice propagandu-se mati rapid comparativ cu cele induse de transferul
de impuls.

Daca se doreste o evaluare a raportulut dintre transferul termic total (convectie
plus conductie) si cel care se realizeaza strict prin conductie, se defineste numarul
Nusselt,

h hL
Nu=-—-=—, (153)
k/L k
unde h este coeficientul de transfer termic, L este o dimensiune caracteristica, iar
k este conductivitatea termicd. Un numdr Nu ~ 1 indicd un transfer termic prin
conductie pura.
Numadrul Grashof se defineste ca fiind raportul dintre fortele masice ale convectiet

libere si fortele de frecare intrinsec asociate fluidului

_ pgL’(BAT)

Gr
n*/p

(154)

unde SAT indica modul Tn care variaza densitatea fluidului ca urmare a diferentet

de temperaturd la care este supus, p = po(1 — BAT).
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Se poate evalua aportul convectiei libere comparativ cu cel al convectiei fortate

(fortata de curgere) prin intermediul numarulut Richardson,

Ri = RC—G'Q (155)

Daca Ri < 1 se poate neglija convectia liberd, iar daca Ri > 1 se poate neglija
convectia fortata.

Putem raporta scara temporald asociata transferului termic prin difuzie la cea
asociata transferulut termic prin convectie. Scara temporala asociata difuziei pe
o distantd de lungime L este t; ~ L?/a. Scara temporald asociatd convectiei se
determina stiind ca fortele masice ale convectiei libere sunt de acelasi ordin de

mdrime cu fortele de frecare Stokes,

L U
ApgL® ~ VL — ApgL® ~n—=L — te ~ : 156
Py U Py s Apol (156)
Raportul celor doi timpi va defint numdrul Rayleigh
te  ApgL? ATgL?
Ra =t = BP9L7 _ PRATYLT _ ¢ p (157)
te an an

Numdrul Rayleigh este o varianta a numarulut Péclet, numar pe care il vom

tntalnt In curdnd.

Fenomene interfaciale

Lungimea de rupere a jeturilor lichide

Injectia apet printr-un orificiu cu raza R mat

mica decat lungimea capilara va produce

T . : V 4L
un jet lichid care (in anumite conditii) se T !
N . 3 . I
va rupe in picaturt. Procesul este natural, i
: y - L I
distanta fata de injector la care are loc ru- "

1
perea jetulut definind lungimea de rupere .~ A
V, |

L,. Experimentele arata faptul ca lungi- : |4

mea de rupere este direct proportionala cu
viteza medie V' a fluidulut injectat. Acest
fapt poate fi explicat daca vom considera lungimea de rupere ca produs intre viteza
de injectie a fluidulut st timpul necesar unet picaturi de a se desprinde 7,, care poate

fi estimat ca raport tntre diametrul jetulut fluid st viteza de retragere a interfetei in
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procesul de desprindere, V,. Putem scrie

D
L~VT, T~ . 158
= (158)

T

Pentru un fluid cu viscozitate scazuta, principalele forte care se opun procesului de

detasare (indus tn principal de tensiunea superficiald) sunt fortele de inertie. Putem

presupune
pvZ e~ L. (159)
Vom obtine
% L, V2D L,
LnoDo 2~ ”7 = 5~ Ve, (160)

relatie care explicd variatia observata din punct de vedere experimental.

Jeturt lichide se observa atunci cand fortele convective ale curgerii depasesc

fortele de tensiune superficiald. Din acest motiv, conditia de jet lichid liber este

pV2>%—>We>1, (161)

in caz contrar, picaturile se desprind de injector fara a dezvolta un jet lichid. Tinand
cont de regimul de tranzitie dintre cele doud, conditia de jet lichid liber este We > 4.
Relatia obtinuta anterior explica lungimea de rupere a jeturilor lichide pentru care

interactiunea dintre jet si mediul ambiant este neglijabila.

Pentru jeturi imersate tntr-un alt lichid imiscibil, relatia functionala poate contine

urmatoarele marimi fizice (unde indicele 7, e semnifica fluid interior/exterior)

LT‘ = f(php&nianm’ya ‘/7 D)a (162)

prin intermediul cdrora putem obtine cinci grupuri adimensionale:

L,
I, = pfVPDeL, = o (163)
VD
My = oV Dy = 22 _ Re, (164)
i
VD .V D,
I, = piViDey, = P22 — PP 2T Res, (165)
e iTe
unde 8 = n;/n. este raportul de viscozitate,
V2D
I, = piVPDey = 22— we, (166)
8
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I = pVPDop. = 2 = ¢, (167)

unde ¢ = p;/pe este raportul de densitate. Rezulta

Lr _ f(Rey, Wei G, B), (168)

in care indicele semnifica fluidul interior, respectiv exterior jetulut.

Relatii de dispersie si unde dominante

O fibra fluida cilindrica cu diametrul Dy se va

transforma treptat intr-o serie de picdturi care

"
vor reduce aria suprafetei de contact al interfetet A/Do
de separare dintre aer st lichid. Instabilitatea LI
este de origine capilara st se numeste instabili- m
tate Rayleigh-Plateau.
Putem presupune ca lungimea de unda domi- Oh

nanta care se dezvolta in mod natural la interfata
depinde de diametrul initial al fibrei fluide si de
cele trei proprietati de material, densitate, viscozitate si tensiune superficiala.

Relatia functionala va fi
)‘:f<D0apa77>’7)7 (169>

ceea ce implica doud grupuri adimensionale

I, = p“y" DA (170)
st

I, = p*+* Din. (171)

Vom obtine o dependenta de numdrul Ohnesorge Oh,

_ E U L

Plecand de la ecuatiile de miscare se gaseste o relatie similara

A
.= \/2 + 3v/2Oh. (173)

Pentru fluide cu viscozitate redusa, Oh — 0, lungimea de unda dominanta este de

aproximativ 1.4 ori mai mare decdt circumferinta fibrei fluide instabile, A = \/§7TD0.
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Frecvente naturale de vibratie a picaturilor

Uneort este util sa ne gandim la picdturi ca la mici obiecte care
vibreazd ca urmare a unor perturbatii mecanice induse din exte-
rior. Picdturile se vor deforma alungindu-se cu periodicitate la poli,
respectiv in planul ecuatorial. Tensiunea superficiala va tinde sa

readucd picatura la o forma sferica.

Pentru fluide slab vascoase, inertia domind ca forta ce se opune
tensiunii superficiale. In acest caz, frecventa de vibratie naturald a

unei picaturi va depinde de densitate, tensiune superficiala si diametru,

v = f(p,7.D). (174)
Va rezulta un singur grup adimensional

D3
/oD (175
Vi

de care ne putem folosi pentru a determina o relatie pentru v,

3
H:V—V\/’.tileuw,/%, (176)
v p

unde recunoastem inversul timpulut inertial-capilar, v ~ 1/tg.

I = p*’ Dy =

Pentru fluide cu viscozitate ridicatd, eforturile de natura vascoasa sunt cele care
se opun tensiunit superficiale. In acest caz, frecventa de vibratie naturald a uneti

picaturi va depinde de viscozitate, tensiune superficiala si diametru,

v=f(n,D). (177)
Va rezulta un grup adimensional
D
I = 5y Dy = 212 (178)
Y
care va da o relatie pentru v,
D
n=""" 15~ L (179)
g np

unde recunoastem inversul timpului vasco-capilar, v ~ 1/t,.
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Dinamica filamentelor subtiri

O picatura plasata pe un substrat solid se va desprinde prin intermediul unut fila-
ment subtire al cdrut diametru descreste in timp. Pe masura ce diametrul filamen-
tulut scade, daca fluidul are si proprietati elastice, trei regimurt distincte vor descrie
dinamica acestuia.

Sub actiunea presiunii capilare v/R (R fiind raza filamentului), in momentele

initiale, filamentul se opune prin inertie,

Vil v, L (180)
R P

relatie care defineste viteza capilara a regimului inertial-capilar.

Stiind cd V' = —dR/dt, prin separarea variabilelor si integrare, obtinem

dR\’ v 32 3 |7 28
B _ _2 /2 181
o(-5) ~ 5 r0= (8 2\fpt) | (181)

unde se alege radacina negativa pentru a da sens fizic solutiei (raza scade tn timp!).
Pentru diametre mict ale filamentulut, efor-

turile tangentiale de origine vascoasa devin do-

. . . R(t)
minante, din acest motiv _"eCJ'l!“ regim
y inertial ac oo .
Y Y regum
”E ~ R SV~ E’ (182) elasto-capilar

relatie care defineste viteza capilara a regimulut

vascos-capilar. Vom obtine Rot

r)/
R(t) =Ry (183)

Regimul final este descris de un echilibru ntre eforturile de naturd elastica si
presiunea capilard, regimul elasto-capilar fiind dat printr-o variatie exponentiala de
tipul

R(t) oc e7t/37, (184)

Impactul picaturilor cu suprafete perforate

In anumite conditii, picaturile aflate tn cddere liberd, la impactul cu o suprafata
perforatd, pot trece prin orificiu (Lorenceau & Quéré, 2003). Presiunea dinamica pe
care picdatura o exercita asupra orificiului trebuie sa fie suficient de mare pentru a

invinge presiunea capilara a menisculut ce se formeazd la contactul cu orificiul st
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eforturile de frecare rezultate th urma curgerii fluidulut prin orificiu. In consecintd,

pViR* ~ nVR +R. (185)
Impartind prin pV2R?, putem adimensionaliza relatia prece-
dentd pentru a obtine ¢ %4
n y 1 1 Re
1~ —=+ -+ —4+—~1—=>We~_— (180
pVR pV2R  Re We Re —1 (180) - |
Granita care demarcheazad trecerea picaturii prin orificiu va — 2R

trebui sd respecte conditia pV2R? > nV R + R, practic
1
1o Wes (187)

La numere Reynolds mari, care se pot atinge prin viteze mari sau cu fluide mat

putin vascoase, conditia se reduce la We > 1.

Acoperire cu straturi subtiri prin extragere

Ce grosime va avea stratul fluid depus la peretele unet pldci plane extrasa cu viteza
constanta V? Aceasta problemd clasica a fost rezolvata prin analiza dimensionald

st este cunoscuta drept legea Landau-Levich.

Contactul dintre lichid si solid se realizeaza
prin intermediul unui menisc ce se thalta pe o
distanta aproximativ egald cu lungimea capilard Li
l. Extragerea pldcit duce la depunerea unut

strat subtire de lichid, a carut grosime h nu se

cunoaste. Pentru numere Reynolds mici, efor- ZT
turile tangentiale de naturd vascoasa vor do- &z
mina dinamica procesulut de depunere. Aceste |

eforturt tangentiale favorizeaza depunerea, in

contrapondere cu depresiunea capilara (valoare

aflata sub presiunea atmosferica datorita curbu-
rit!) de la nivelul menisculut care trage de lichid

tn jos. Echilibrul de eforturt va implica

v,  Op,
U 0z
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Presiunea capilara de la nivelul meniscului este aproximativ egald cu

0?h
De = —7@- (189)

Evaluand ca ordin de marime relatiile precedente, obtinem

V h .

1/3
La granita ce separa zona depunerit de grosime constanta h de meniscul curb ge-
nerat prin capilaritate, putem estima presiunea capilara stiind ca presiunea hidros-
tatica creste (in intertorul fluidului!) pana la nivelul suprafetei libere plane, unde
atinge presiunea atmosferica. Stiind ca meniscul se thalta pe o distanta aproximativ

egala cu lungimea capilara [., putem presupune faptul ca
h
I —pgle = 1~ ~/hl.. (191)
Vom obtine

h ~ [, Ca??, (192)

legea Landau-Levich, unde Ca este numadrul capilaritdtit.

Curgeri Marangoni

Curgerile Marangoni sunt curgeri induse de un gradient de tensiune superficiala.
Sa luam ca exemplu instabilitatea unut strat subtire in prezenta unut gradient de
temperatura. Gradientul de tensiune superficiald va determina aparitia unor celule
hexagonale care vor afecta uniformitatea stratulut subtire depus la perete. Pentru

a Intelege cum se poate imbldnzi aceasta instabilitate, se defineste numarul Maran-

gont,
0y hAT
Ma = 21222 (193)
0T nk A
rece, T <+— >
unde 0T ~ T — T, o diferentd mica de tem- ~>- .
N . . e T
peraturd (minimele sunt mai aproplate de sub-
: l
stratul cald!) care determina o diferenta de ten-
siune superfictald 0+, implicit o curgere Maran- = —=
cald, T+ AT

goni care antreneaza lichidul pentru a forma ce-

lule convective Bénard; h este grosimea stratului lichid, AT este diferenta de tempe-
ratura dintre substrat si interfata, iar k este un coeficient care cuantifica difuzivitatea
termica a fluidului (Abbott, 2024, Saranjam et al, 2010).
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Numarul Marangoni se poate defint si pentru cazul unui gradient de tensiune
superficiala determinat de un gradient de concentratie (spre exemplu, indus de
surfactanti). In acest caz

0y hAC

unde C reprezintd concentratia, iar D este coeficientul de difuzie. Pentru numere

Ma > 80 stratul devine instabil, lungimea de unda dominanta a instabilitatii fiind

A= (195)

Un exemplu de estimare a pragului critic ce separa regimurile de curgere

Sa ne intoarcem la fibra fluida cilindrica supusa unei curgeri uniaxiale de tip ex-
tensional. O picdtura pusa tn contact cu o suprafata solidd va dezvolta o punte
lichidé care se va subtia in timp. Presiunea capilara va expulza lichidul dinspre
punctul de raz& miniméd spre exterior, tn lungul filamentului de forma cilindrica. Tn
functie de dimensiunea, viscozitatea si elasticitatea filamentului, se pot observa mai
multe regimurt de curgere (prezentate pe scurt si intr-o aplicatie anterioard). Se

pot intalni tret regimuri (Rodd et al.,, 2005)

e regim inertial-capilar (fluidul se opune curgerii predominant prin inertie)

1/3
R(t) = 0,64 (%) (t; — )%/, (196)

unde t; este timpul critic de rupere a filamentului;

e regim vasco-capilar (fluidul se opune curgerii predominant prin frecare)

R(t) = Ry — ﬁt; (197)

Y

e regim elasto-capilar (fluidul se opune curgerii predominant prin elasticitate)
R\ /3
R(t) = R, (@) e~ (198)
2y
unde G este modulul elastic, iar 7 este timpul de relaxare.

Ce viscozitate trebuie sa aibd un fluid pentru ca regimul de curgere sd fie dominat de
inertie? Desi putem folosi timpii introdusi anterior (timpul vascos si timpul Rayleigh,
raportul lor fiind numarul Ohnesorge) pentru a estima granita care separa cele doud

regimuri, relatiile anterioare ne pot oferi o varianta mat bund (Rodd et al, 2005).
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Timpit caracteristici se obtin din conditia R(t) = 0, de unde vom deduce scara
temporald asociatd regimulut vascos, t, = 14, 1R/, st scara temporala asociatd
regimului inertial, t; = 1,95 (pR3/v)Y/2. Granita se obtine raportand aceste doud

valort,
147 1 T]RO/’Y

1.95 (pR3/v)"/?

Pentru a afla viscozitatea fluidului ce implica un regim inertial se impune conditia

VpRy
7,23

=7,230h. (199)

1
t,<t; >7,230h<1—-0h< — —=1n<

200
7,23 (200)

Procese de transport tn medii fiziologice

Forte de rezistenta la tnaintarea leucocitelor

In venulele postcapilare, viteza de deplasare a leucocitelor este mai mica fatd de
curgerea principald intrucat acestea se deplaseaza in apropierea peretelui. Dacd
peretele prezinta leziuni, viteza lor scade pana la zero, iar celulele migreaza n tesut
(Trusky et al., 2004).

Forta de rezistenta la lnhaintare ia nastere ca ur-
mare a interactiunii dintre leucocit si celulele endote-
liale, respectiv dintre leucocit si plasma. Aceasta forta
depinde de viscozitatea si densitatea plasmei, de vi-

teza leucocitului, de viteza de curgere a plasmei, de

diametrul capilarului, de diametrul leucocitulut st de PR
hematocrit,
Fr = f(p,np, Ve, V, D, D, Hct). (201)

Putem alege 7n,,V st D ca marimi de bazd. Cum produsul dintre cele trei este o

forta, primul grup adimensional este

Fy

—_— 202
neV D (202

Grupul n,, V, D st p va da numarul Reynolds. Cum celelalte douda mdrimi fizice
ramase, V' si Dy, au corespondent echivalent printre marimile de baza, grupurile

adimensionale vor fi
Vi Dy,

T (203)
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Cum hematocritul este o marime adimensionald, vom gdsi urmdtoarea relatie

Fr

——=f (Hct, Re,

204
npV D ( )

DL Vi
D'V )

Debit tranzitat prin porii unei membrane

La nivelul unet membrane poroase, debitul tranzitat va depinde de proprietdtile de
material ale fluidului, p si n, de dimensiunea caracteristica a porilor D si de saltul de
presiune existent la interfatd, Ap. Vom alege sa neglijam densitatea fluidulut Tntru-
cat intuim numerele Reynolds mici, Re < 1, deci fortele de inertie sunt neglijabile

comparativ cu cele de natura vascoasa. Din acest motiv, putem aprecia

Q= f(n,D,Ap). (205)

Putem gasi acest grup adimensional fara calcul! Cum relatia Hagen-Poiseuille
implica o dependenta direct proportionald a debitului cu gradientul de presiune st
diametrul la puterea a patra (Q oc D*Ap/L) si invers proportionald cu viscozitatea
flutdului, @ o 1/, singura modificare indusa de absenta unei lungimi L va viza
relatia de proportionalitate in raport cu diametrul porilor, de la Q o< D* la Q o D?3.

Vom obtine
ApD?
Oy g teDt

I=-—"=—
ApD3 n

(206)

Spermatozoizi si heringi

Alegerea marimilor fizice caracteristice depinde (si) de scara spatiala caracteristica.
Un exemplu relevant in acest sens este deplasarea unut hering printr-un mediu
lichid cu densitate p si viscozitate n comparativ cu deplasarea unui spermatozoid.
Atat heringul cat si spermatozoidul genereaza o forta de propulsie F' prin miscarea
cu periodicitate, de frecventa v, a inotatoarei codale, respectiv a flagelului.

Scara spatiala caracteristica a heringului este
de ordinul centimetrilor, respectiv de ordinul micro-

metrilor pentru spermatozoid. Putem propune ur-  F Q’/ F VB

matoarea relatie functionala pentru ambele cazuri

F=f(L,v,p,n). (207)

Vom considera ca marimi de baza L,v si p. Am mai intalnit o astfel de relatie, cu
singura diferenta ca de data asta mdarimea cinematica este frecventa de oscilatie,

nu viteza. Dacd am putea gasi o viteza, cunoscand deja grupurile adimensionale
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(F/pV?L? si Re), am putem evita calculul. Produsul dintre frecventd si lungime ar

putea Tnlocut viteza (ca unitate de masurd; doar asta cautam aici!), ceea ce implica

F n vewr,  F n
ez ) (pVL) PRI (p,,p)- 1209

Dar aceasta relatie implica o dominanta a fortelor de inertie, ceea ce din punct de

vedere fizic este corect pentru un hering. Pentru spermatozoid putem intut faptul
ca numarul Reynolds este mult mai mic decdt unitatea din cauza dimensiunilor

caracteristice de ordinul microntlor,

PVL V~vL pVL2 Lepm
n n

Re =

Re < 1. (200)

In acest caz, vom alege viscozitatea printre marimile de baza in detrimentul densitatii

pentru a obtine

F pVL\ verr F pv L?
_ N — . 210
nvL f(n) nvL? f( n ) 210)

Viscozitatea citoplasmei

Viscozitatea citoplasmet neutrofilelor se poate estima prin introducerea acestora
intr-o micropipetd. Prin aspirare se poate induce o depresiune th micropipeta, fapt
ce va determina celula sa .. curgd. Experimental, se observa faptul ca neutrofiele
ating relativ rapid o vitezd constantd de deplasare. Intr-o astfel de miscare, ne-
utrofilele se comporta ca un fluid newtonian, ceea ce permite determinarea unet
viscozitdti echivalente a citoplasmet.

Vom presupune cd viscozitatea citoplasmet depinde de raza micropipetei, R,, de
raza neutrofilei ce urmeaza a fi aspiratd, R, de viteza de avans, V, si de diferenta
de presiune in exces (peste cea necesara pentru a initia procesul de aspirare) care

determina miscarea celulei, Ap,
n=f(Rp, R, V,Ap). (211)
Daca alegem V, R, st Ap ca marimt de bazd, vom obtine doua grupurt adimensionale
I, = V'R, Apn (212)

st
I, = V'RV Ap°R. (213)
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Prin calcul (sau prin intuitie!) vom gasi

nwo_ (R
ns ! (7) d

Relatia dintre cele doud grupuri adimensionale se

poate obtine (si) prin integrare (st aproximare) a

ecuatiilor de miscare (Wang et al,, 2019),

-1
RAp 6\ R, 6V(1— R/R)

Presiunea necesara pentru ejaculare

La ejaculare, sperma atinge o vitezd aproximativ egald cu 12 m/s! Valoarea ridica
urmatoarea Intrebare: ce presiune dezvolta organismul pentru a determina sperma
sa se deplaseze cu o astfel de viteza?

Tn medie, uretra are 8 mm in diametru, iar sperma are o densitate de aproximativ

1020 kg/m? si o viscozitate de 5 mPa-s. Relatia functionald va include

pe:f(V>D7p777)' (215)
Vom obtine
I, = p"V’Dep, (216)
st
I, = p*V'Den. (217)
Relatia functionala va fi
De
R = f(Re) (218)
sau
—Pe _ #(Re) (219)
nV/D ’

dacd de aceasta data vom alege viscozitatea printre marimile de baza tn detrimentul
densitatii. Prin calcul, n primul caz obtinem Il = 1/Re, dar acest lucru este mat
putin important deoarece dependenta se pdastreaza, iar functia necunoscuta f va
include aceasta modificare.

Pentru a determina functia necunoscuta (f) am avea nevoie de experimente
realizate pe mai multi subiecti, pentru fluide cu proprietéti diferite. In medie, ne
asteptam ca valoarea acestei presiunt sa nu varieze considerabil (cu mat multe

ordine de mdrime). Din acest motiv, putem neglija dependenta de numarul Reynolds,
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ceea ce ne va ajuta sa alegem varianta fizic acceptabila privind relatia de calcul
(Intrucdt avem doud!) a presiunit. Putem calcula numarul Reynolds, caz Tn care
vom gasi Re = 19200, o valoare care indica o dominanta a fortelor de inertie in
detrimentul celor de frecare. Tn consecintd, vom alege prima relatie de calcul pentru

a estima presiunea p.. Vom gasi
Pe ~ pV? = p, ~ 144000 Pa. (220)

Valoarea experimentala este de aproximativ 50 000 Pa, de tret ori mai mica fata de
valoarea determinata anterior. Dacd ne amintim cd pV?/2 este presiunea dinamica
obtinuta via ecuatia Bernoulli, vom adapta aceasta relatie pentru a obtine

2
Pe ~ % ~ 72000 Pa, (221)

o valoare care estimeaza corect (ca ordin de marime!) presiunea generata de orga-
nism pentru a ejacula sperma cu o viteza de aproximativ 12 m/s.

Daca am fi folosit cea de-a doua relatie, p. ~ nV/D, am fi obtinut p. =~ 7,5 Pa,
o estimare extrem de nerealista avand tn vedere valoarea dezvoltatd de organism,

50000 Pa.

Cea de-a treia variantd, p,n, D, implica

2

n
= f(Re) = pe ~ oD — pe = 0,38 mPa, (222)

Pe
2 2
n*/(pD?)
o valoare inacceptabild din punct de vedere fizic prin ordin de marime, dar care nici

nu surprinde legatura fizicd dintre presiunea dezvoltatd de organism si viteza de

ejaculare a spermet.

Viteze de sedimentare

Aplicatia este utila pentru intelegerea vitezet de sedimentare a hematiilor (testul
VSH) sau a tehnicilor de ultracentrifugare.

Vom incerca sa estimam timpul necesar unei particule sferice de a atinge viteza
constanta atunct cand aceasta se deplaseaza printr-un lichid cu densitate p st vi-
scozitate 7. Particula sferica de diametru D pleacd din repaus st atinge o viteza
constanta ca urmare a echilibrului dintre fortele masice si cele de frecare vascoasa.
In consecintd, putem intui

Fy—F,—Fy=mV, (223)
unde F, este forta arhimedicd, iar m este masa particulet. Vom presupune valabila
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relatia lut Stokes pentru forta de rezistenta la Tnaintare, desi relatia este valabila
A . . v o " .. o o 3 _ 3 .
tnh cazul unel miscart permanente. Stiind ca F, = p,gnD?/6, F, = pgnD’/6 si
Fy = 3mnV D, vom obtine o ecuatie diferentiala de gradul intat avand ca necunoscuta
viteza,

v D ApgnD? . A
STDy,  2pgnDT oy 18y 20y (224)

dt - m 6m pD? p

Ap = p, — p fiind diferenta dintre densitatea particulet solide si cea a lichidului.

Vom adimensionaliza aceasta ecuatie identificand o viteza caracteristica si o
scara temporald asociatd fenomenului. Viteza caracteristicd se poate obtine din
ecuatia de echilibru dintre fortele masice si fortele de rezistenta la thaintare (atunci
cand particula atinge viteza constanta)

D3 ApgD?
Ang =3mVoD — Vy = 2P
6 18n

(225)
Intrucat ecuatia diferentiala (224) este dimensional omogena (toti termenii au aceeasi
unitate de masurd), flecare termen fiind practic o acceleratie, grupul cu care se

tnmulteste cel de-al doilea termen are ca unitate de masurd s=!. Putem alege

_ pD?

T, —
0 18n

(220)
ca scara temporald caracteristica. Pentru a obtine varianta adimensionala, vom
tnlocut V' cu VyV st t cu Tyt, produsul dintre mdrimea fizica reprezentativa si
varianta adimensionala a acesteia. In aceste conditii, vom obtine

18y .~ Ap

Vo dV dv .
—— ViV - "lg=0—- - +V—-1=0. 227
Ty dt ~ pD? 0 p dt (227)

Solutia acestei ecuatii diferentiale (in varianta adimensionalal) se obtine Tn doud

etape. Se renuntd la termenul liber si se rezolva ecuatia omogenad

dV . R .
~-+V=0— }/:—dt—>V:Cle_t. (228)
dt vV

Intrucat termenul liber este o constantd, se presupune o solutie generala de tipul

~

V =Ciet + . (229)

Cele doua constante se obtin inlocuind solutia propusa tn ecuatia diferentiala,

la care se adauga conditia initiald (particula pleaca din repaus) V(0) = 0, deci
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V(O) = 0. Vom obtine C; = —1 si C5 =1, care vor da solutia ecuatiei diferentiale,

~

Vo1l BeeD” (1— JS*”).

18n

Pentru timpt mari, t — oo, V. — 1}, viteza constanta pe care o cdutam. Tn cat
timp ajunge particula la aceasta viteza? Cum exponentiala nu va atinge niciodatd
valoarea zero, astfel incat V' =V}, va trebui sa impunem un prag.

Vom considera ca particula atinge

viteza constantd dacd V(T.) =~ 99 % V,,

adica PN S R R
0.99
A~ _ _ 0.8
V(T.))=1—e"*—099=1—¢e"¢,
0.6
o
ceea ce implica 04
0.2}
T.=1In100 — T, ~ 4.6, 0
0 1 2 4 5 6

> W

dect
pD?

T.~4,6Ty —T.~4,6 :
0 18n

(230)

Particula atinge viteza constanta dupa aproximativ 5 timpti caractistici 7y. Relatia
arata ca particulele mai mici (sau cele care se deplaseaza in fluide mai vascoase)

vor atinge o viteza constantd intr-un timp mat scurt.

Presiunea necesara pentru golirea stomacului - un caz tipic de exces

In cazul unor afectiuni (sau th cazul unor excese bahice)
organismul raspunde prin eliminarea continutulut de na-
turd fluida prezent tn stomac. Daca viteza de expulzare a
vometi poate fi (relativ) usor masurata, presiunea dezvol-
tata de organism este mult mai greu de mdsurat. Tnsa,
putem determina un ordin de marime prin analiza dimen-
sionald.

Pentru aceasta (mai mult ca exercitiu) vom considera

mat tntat timpul de golire a stomaculut. Sa presupunem
ca timpul de golire a lichidulut din stomac depinde de
volumul acestuia, de diametrul esofagului, de presiunea generata de organism si de
densitatea lichidulut. Vom neglija viscozitatea acestuia in ipoteza in care lichidul

din stomac este asemdnator cu apa (cum sunt mati toate bauturile intoxicante ce te

56



pot aduce 1n aceasta stare), deci de viscozitate redusa. Presupunem
T, =f(V.D.p;p). (231)

Cautam o relatie explicita de calcul Tntre cele cinci marimt fizice, care vor da doua
grupuri adimensionale. Am avea nevoie doar de unul. Vom aldtura doua dintre
acestea pentru a reduce problema la patru marimi fizice, dect un singur grup adi-

mensional. Observam faptul ca raportul V/T, reprezinta un debit, Th consecinta

putem scrie
Q= f(D,p,p). (232)
Vom obtine
1= Dp"p°Q, (233)
deci
mep2p 2= L [P 1 o0p2 [P (234)
D2\ p p
Putem estima presiunea generata de organism stiind @ ~ VD2 Vom obtine
p 2
VN\/j%prV, (235)
p

un rezultat, de acum, foarte cunoscut! Pentru o viteza de expulzare de 13 m/s,
obtinem p ~ 169 kPa. Putem rafina aceastd estimare dacd aplicam relatia lui
Bernoulli, pentru un fluid ideal, intre stomac si gura. Vom obtine

2 V2

v p
p2 + (P + pat) + pgzs = Tg + Pat + Pgz4- (236)

Vom considera cd lichidul pleaca din repaus V; =0, V, =V, iar 2z, — 2z, = L, deci

L ~ 30 cm, ceea ce implica

V2
p= pT + pgL — p ~ 87 kPa. (237)

Experimentele aratd o valoare maxima a acestei presiuni de 40 kPa, o valoare

(relativ) apropiatd, ca ordin de mdrime, de cea obtinuta anterior.

Timpul de evacuare a materiilor fecale in cele mai urgente situatii

. cum este cazul diareei - materii fecale sub forma lichida! Eliminarea acestora se
desfasoara intr-un timp mult mat scurt comparativ cu procesul natural, neperturbat.

Vom 1ncerca sa estimam acest timp. Putem pleca de la relatia lui Newton, ma = F.
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Presupunem eliminarea unui cilindru lichid de diametru D si lungime L intr-un timp

T4, proces indus de presiunea generatd in interiorul organismului. Putem scrie
27 5 2
pD*LzZ ~ pD~, (238)

unde Z este acceleratia cilindrului fluid. Dacd vom considera % ~ L/T%, vom gasi

L
pD*L— ~pD* = Ty~ L, 2. (239)
T D
Prin alometrie se gdsesc urmatoarele relatii p ~ 0.57 M%% si L ~ 4.2 M3 (Yang
et al, 2017), unde M este masa organismului (In acest caz, aflat intr-o situatie
delicatd). Pentru un organism cu masa de 70 kg vom gdsi p ~ 0.73 kPa si L ~ 16
cm, ceea ce implica un timp de eliminare a materiilor fecale lichide de aproximativ
0.19 s, un timp apropiat, ca ordin de mdarime, cu ceea ce, sa recunoastem, am trait

cu totii!

Conductivitatea hidraulica a unei membrane poroase

Conductivitatea hidraulica a unet membrane poroase (K - volum transportat pe uni-
tatea de arie Tn unitatea de timp) depinde de porozitatea membranet (¢ - volumul
porilor raportat la volumul total), de coeficientul de difuzie al speciei care difuzeaza
prin membrand (D), de grosimea membranet (), de viteza medie de curgere a flui-
dulut interstitial V/, de viscozitatea si densitatea fluidului ce transporta specia care

difuzeaza (Rosellt & Diller, 2011).

Tn aceste conditii, relatia functionald va fi
K = f(e,D,4,V,p,n). (240)

Relatia include sapte marimi fizice care se reduc la tret marimt fizice fundamentale.
Vom alege trei marimi fizice de baza, spre exemplu n,p st 4. Vom obtine patru
grupuri adimensionale. Primul este usor de gdsit Tntrucat o marime fizica este deja
adimensionald, anume . Deci

I, =e. (247)

Celelalte se obtin (relativ) usor prin calcul:

Ko
I, = 06K — 11, = pT’ (242)

care se gaseste rapid stiind cd unitatea de mdsura a conductivitdtit hidraulice este
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metru pe secundd, iar gruparea celor patru marimi fizice va da intotdeauna numarul

Reynolds; urmatorul este chiar numarul Reynods

5
g = np°5°V — I3 = Vo _ Re, (243)
n

tar ultimul se gdseste cunoscand faptul cd n/p este de fapt un coeficient de difuzie,
D 1
My = 6D — Ty = P2 = — (244)
n

unde Sc este numarul Schmidt, raportul dintre coeficientul de difuzie si viscozitatea
cinematica a fluidulut (tot un tip de coeficient de difuzie, dar o difuzie a impulsului

asociat fluidulut).

Obtinem o relatie cu care putem evalua conductivitatea hidraulica a membranei,
_

K = —5f(5, Re, Sc). (245)
p

De requla, numdrul Schmidt este relativ constant pentru o specie care difuzeaza

prin membrand, iar dependenta se discutd vizavi de numarul Reynolds si porozitate.

Curgerea sangelui printr-o valva eliptica

Viteza medie de curgere a sangelut printr-o valva de sectiune eliptica va depinde de
densitatea fluidului, de axa minora D; a sectiunii, de axa majora Dy si de diferenta

de presiune pe valva Ap (Roselli & Diller 2011). Relatia functionala va fi de forma
V:f(p7D17D27Ap)7 (246)

tn care cele cinct marimi fizice se reduc la tret fundamentale, deci doua grupuri

adimensionale. Vom alege tret marimi de baza, p, Ap si D;. Vom obtine

I, = p"Ap’ DSV (247)
st

I, = p*Ap’DED,. (248)
Stiind c& produsul pV? este presiunea dinamicd, primul grup adimensional va fi

_

I, = . 249
=5 (249)
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Intrucat raportul dintre cele doud axe ale sectiunii eliptice este un numar adimen-

sional,
D,

I, = 2.
2 Dl

(250)

Relatia functionala va fi

2 /
lef(HQ)%%:f(%>—>V: %f(g—?) (257)

Golirea unei seringi sub actiunea campului gravitational

Aceasta este o aplicatie cu care am reusit sd uimesc cativa studenti la incepu-
tul cursulut. Am umplut o seringa (fara piston) cu apd, cronometrand timpul in
care aceasta se scurge sub actiunea campului gravitational. Coloana de apa are o
tnaltime initiala hg. Lichidul se scurge liber sub actiunea campulut gravitational g.
Diametrul corpulut principal este D, iar cel al thqustarii d.

Putem propune o relatie functionald pentru timpul de golire de tipul

T, = f(ho,9,D,d). (252)

Cele patru marimi fizice se reduc la doua marimi fundamentale (lungime si timp).

Putem alege g si hg pentru a obtine

I, = ¢"heT, — I, = T}, /hi, (253)
0

arb D
H2 =g hOD — H2 = —, (254)

ho

st p
I3 = g°hyd — T3 = - (255)

0

Relatia obtinuta,

_ | (D A4
Tg—\/;f(ho,ho), (256)

se poate simplifica combinand doua dintre cele tret grupuri adimensionale. Vom

Ty=f (g) %. (257)

obtine
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Prin experiment - dar st din primul curs de care vorbeam mai devreme, vezi

(Patrascu, 2024a) - se obtine
D\? [ho
T,=vV2(= -, (258)
d g

Cand obtii prin teorie o valoare extrem, extrem de apropiata de valoarea masurata,
impactul acestui experiment asupra studentilor este unul masiv. Cel putin pana la

examen!

Pragul sistolic impus de campul gravitational

Inima este o pompa care are rolul de a asigura presiunea necesara pentru a trimite
sangele cdtre creier, arteriole si mai departe cdtre capilarele din corpul uman. O
presiune prea micd, st fluidul nu va ajunge la sursa; o presiune prea mare, si creierul
suferal Din acest motiv, animalele au evoluat astfel incat presiunea dezvoltata de
inima tn timpul sistolel sa nu depaseasca o valoare de prag. O putem estima tinand
cont de presiunea manometrica necesard pentru a pompa sangele intr-un organism

avand o tndltime a corpului H tnh camp gravitational standard.

Chiar daca presiunea dezvoltata de

inlma nu va trebui sd tnvinga campul

: - CA N . Pm
gravitational pe toata inaltimea corpulut ~ —— .
' ' Ds efecte negative asupra
(intma este mat aproape de creier decat functiei cerebrale
de picioare), pragul critic se poate es- 1 |-===--mmm oo oo oo oo

tima ca raport intre presiunea manome-
tricd necesard pentru a ridica sangele la
tnaltimea H si presiunea sistolica (Vo-
gel, 1998)

H
M="bm _ P97 (259)

Ds Ps

. . “ 120 mmH
Majoritatea mamiferelor dezvolta apro- Ps | 9

ximativ aceeasi presiune sistolicd, circa

120 mmHg, ce corespunde unei tnaltimi manometrice de 1.7 m. Pe mdsura ce or-
ganismul atinge tnhdltimi mai mari, presiunea sistolica va creste (spre exemplu, 300
mmHg pentru girafe) astfel tncat raportul dintre presiunea manometrica si presiunea
sistolica sa ramana subunitar. Valori supraunitare implica efecte negative asupra

functiet cerebrale st nu se regdsesc in regnul animal.
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Hemodializa

é, tali g i { g é d artabtile: ti , Nalad
De requld, procesul de dializa implica urmdtoarele variabile: timpul ¢ (s), rata de
producere a toxinelor 7 (mg/min), concentratia de toxine C' (kg/m?), debitul de dializ&

Q (m3/s) si volumul de distributie V (m?). Relatia functionald va fi
(t,m, C,Q, V). (260)

Vom alege ), t st m ca mdrimi de bazd. Vom obtine doud grupuri adimensionale

I, = Q“"m°C = % (261)

m

st

I, = Q*mY = Y (262)

2 = =0

Solutia analitica ce descrie procesul de dializa este (Bonert & Saville, 2010)
m m

Ct)— == (Cy— = ) eV, 263
0-5=(co-75) (263)

unde Cy este concentratia la momentul initial. Folosind grupurile adimensionale

obtinute anterior, putem rescrie solutia analitica in varianta adimensionald,

-1

I — 1= —1)e ¥/ 5 = 264
1 ( 170 )6 Hl,o _ 1 ) ( )
de unde, prin logaritmare, vom obtine
1 M, —1
— == 265
= ( o ) | (265)

unde II; o = Co@Q /.
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Scalare prin similitudine

Un model de scara pentru determinarea efortului tangential in capilare

Sa consideram un vas capilar cu diametrul D prin care curge un fluid cu densitate
p st viscozitate 7. Gradientul de viteza va determina un efort tangential de frecare
la peretele vasului, o, care, la astfel de dimensiuni, este greu de mdsurat in vivo, dar
a carui valoare este extrem de importantd. De reqguld, se folosesc simulart numerice
pentru a calcula distributia de viteza care va da, prin intermediul relatiei constitutive,
distributia de eforturt. Experimental, se poate estima acest efort tangential prin
similitudine.
Pentru aceasta avem nevoie de un model la o scara

mat mare, care sa permita astfel de mdsurdtort (spre

V,D
exemplu, PIV - Particle Image Velocimetry - prin care R )
se determina distributia de vitezd). Vom considera ca 7

D,,=10D
model o conducta avand diametrul de D,, = 10D prin Vin
. . . Vo p,n
care va curge un fluid cu aceleasi proprietati de mate-

Tm
rial. Tot ceea ce trebuie sa facem acum este sa punem
fluidul Tn miscare. Cu ce viteza? Aici intervine analiza
dimensionala!

Problema implica cinct mdrimi fizice relevante
(p,V,D.n,0). (266)

Intrucat eforturile tangentiale au de a face mai mult cu viscozitatea decat cu den-
sitatea fluidului, vom alege viscozitatea printre cele trei marimi de baza pentru a
forma cele doua grupuri adimensionale. Prin calcul (sau prin intuitia capatata din

experientele anterioare!) vom gdst

D D
VD e s =22 (267)

11
' n nv
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Experimentul la scara mai mare (modelul) va reflecta fizica fenomenulut care se
desfdsoara la scara mai mica daca cele doua grupuri adimensionale respecta conditiile

de similitudine dinamicd, 1n acest caz

Re,, = Re, Ily,, =I5, (268)
care implica
Vin D, VD . OmDy, D
P S , respectiv ImZm _ U—, (269)
U U Wi Vv
unde indicele m descrie modelul. Din prima relatie obtinem rdspuns la prima in-
trebare 5
1
Vin=V—=—VW. 270
D, 10 (270)

Acum putem determina efortul tangential la peretele vasului model. Sa presupu-
nem ca prin tehnici de masura PIV vom gasi o, = 0.3 Pa (mai intai vom determina
distributia de viteza, apot distributia de eforturi pentru a evalua o la peretele vasu-
lut). Folosind cea de-a doua conditie de similitudine dinamicd, vom estima efortul

tangential de frecare la peretele vasului capilar

D D D D,,\?
ImZm _ 7 m V ( m) = 30 Pa. (271)

= 2 0=0p—5 =0p |
D

Vin V DV,

O demonstratie a teoremei lui Pitagora prin analiza dimensionala

Dubleaza cele doua catete ale triunghiulut din imagine si vet dubla ipotenuza. Si
tnaltimea, st aria triunghtulut. Unghturile vor rdmane neschimbate. Acesta este
un caz de similitudine geometricd. Existd cazuri (foarte rare) unde se impune o
similitudine geometrica afina (factori de scalare diferiti pentru cele trei axe), dar
aceste cazuri reprezinta exceptia, nu regula.

Teorema lui Pitagora se poate demonstra prin argu-

mente ce tin de analiza dimensionala (Migdal & Leggett,

1977). Intuim faptul ca aria triunghiului va depinde de
ipotenuza si de unghiul «, deci a
A= f(e,). 272) 20
Se gasesc doua grupuri adimensionale intrucdt « este
deja un numar adimensional,
2a
A 2
C—zzf(oz)—>A:c f(a). (273)
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Ariile celor doua triunghturt determinate de tndltimea h se pot gast intr-un mod
similar,

a* f(a) st b* f(a). (274)

Functia f(a) este aceeasi pentru toate cele trei triunghiuri! Cum suma celor doud
arit va da aria triunghiul cu ipotenuza ¢, vom gasi relatia deja clasica a lui Pitagora

dintre ipotenuza si cele doud catete
A fla) = a® f(a) + b* f(a) = & = a® + b2 (275)

Daca va ntrebati de ce aria unut triunghi dreptunghic depinde doar de ipotenuza
st de unul dintre unghiurile ascutite sau de ce f(«) este identica pentru cele trei

triunghiuri, va recomand sa verificati prin calcul.

Picaturi la o scara neobisnuit de mare

Un injector circular va forma picaturit atunci cand fortele masice depasesc fortele de
tensiune superficiala. Diametrul picaturii va depinde de tensiunea superficiald, de
diferenta de densitate dintre fluidul care alcdatuieste picdtura si mediul fluid extern,

de acceleratia gravitationala si de diametrul injectorulut,

Vom gasi doud grupuri adimensionale,

D ApgD?
M = =2 si I, = =29~ _ B, (277)
D g
implicit st o relatie pentru diametrul picaturit
D, ~ D f(Bo). (278)

Putem ajunge la o relatie aproximativa daca vom egala cele doua forte dominante,

D3
AngGP — 79D — D, =/6DBo""* = D, ~1,8DBo™"3.  (279)

Relatia precedenta poate fi rescrisa pentru a evidentia importanta lungimit ca-

pilare (I2 = v/Apg). Vom gdsi

D, ~ 1,8 D'3 %3, (280)
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Sa presupunem ca se doreste producerea unor picaturt de 10 ort mai mari pentru
a studia Tn detaliu, sa spunem, zonele de recirculare a lichidulut din intertorul
picaturii. Cunoastem deja o relatie pentru determinarea diametrulut picaturii, pe
care l-am putea ajusta modificand diametrul injectorului. Dar sa spunem ca dorim
sa studiem fenomenul la o scara neobisnuit de mare. Cum lungimea capilara impune
un prag fizic pentru dimensiunile injectoarelor cu care putem produce picaturi (la
un moment dat tensiunea superficiald nu va mai fi suficienta pentru a mentine o
interfata continud), va trebui sa schimbam si fluidele. Ce diametru de injector si ce
pereche de fluide ar trebui sa alegem pentru a produce picaturi de 10 ort mat mart,
D, =10D)?

Vom impune similitudine intre model si cazul initial privind cele doua gru-
purt adimensionale identificate anterior. Vom considera cd tensiunea superfici-
ala/interfaciala nu variaza semnificativ intre cele doua perecht de fluide, astfel tncat
putem scrie

Dym _ Dy . DpmgDy _ ApgD*

D, D ~ g Y

(281)

Din prima egalitate vom gdsi D,, = 10D, deci un injector de 10 ori mai mare.

Din cea de-a doua vom obtine

2

D 1

App,=Ap| — | = —Ap. (282)
D,, 100

Practic, va trebui sa alegem o pereche de fluide avand o diferentd de densitate de

100 de ori mai micd sau a cdror lungime capilara este de 10 ori mai mare, l.,, = 101..

Cresterea lungimii capilare impinge pragul critic, pand la care se poate observa un

proces de formare a picaturilor, catre valori mat mari.

Uneori nu va trebui sa rezolvi ecuatia daca apelezi la ordine de marime

Uneori, chiar nu va trebui sa rezolvi ecuatia Tntrucat se rezolva singurda. Sa luam
cazul unor bule de sdapun de raza Ry plasate pe o suprafata pland. Contactul
cu suprafata va forta bula sd se transforme intr-o bula semisferica de raza R;.
Deoarece filmul subtire de lichid este cu mult mai mic fata
de raza bulei, se va neglija grosimea acestuia. Ce legaturd
exista tntre Ry st Ry?

Masa fluidului aflat Tn interiorul bulet se conserva in tim-

pul procesului de transfer pe suprafata plana, dect

mo =my sau poVy = p1 Vi, (283) Ry

).
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ceea ce implica

p_Y (284)
pr Vo
Cele doud volume se pot determina astfel
AT R3 47 R3
Vo= Ay Gy o WGRP (285)

In ipoteza Tn care gazul din interior respecta ecuatia de stare, la temperaturd con-

stantd, putem scrie

oV = const. » 2 =ML (286)
b1 Vo
deci
po_Vi_po (287)
h Vo P1

Presiunea din interiorul bulei de raza R, poate fi estimata via ecuatia Young-Laplace
(aplicata succesiv interfetei dintre aerul din interior si lichidul care formeaza peli-
cula, respectiv intre lichid si aerul din exteriorul bulei, aflat la presiune atmosferica

Dat). Vom obtine

4y
— Dat = —. 288
Po — Pat Rq ( )

In mod analog, pentru bula de raza Ry,

4y
— Dot = —, 289
P1 — Dat R ( )

unde am considerat ca tensiunea superficiala nu variaza intrucat interfata este sa-

turata cu surfactant. Inlocuind Tn ecuatia de conservare a masei, vom obtine

4 4 R}
(pa+ 32 ) B = (et 31 ) B (290)

pe care o putem rescrie sub forma unet ecuatii algebrice de tipul

4
Ry g _op Spe_g (291)

Dat Pat

Ecuatia va avea trei solutii, care nu se gdsesc chiar asa de usor. Dar poate nu va
trebui sd le gasim chiar pe toate! S& adimensionalizam ecuatia impdartind prin R.

Vom nota Ry = R;/Ry st vom obtine

RP4 TR —2(1+11) =0, (292)
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unde

4y
II = . 293
patRO ( )

De requla, scara spatiala a bulelor este de ordinul centimetrilor, presiunea atmosfe-
ricd de ordinul 10° Pa, iar tensiunea superficiald a peliculei de sapun 0,025 N/m.
Inlocuind tn grupul adimensional obtinut, vom gdsi II ~ 1073, cu trei ordine de
marime mat mic fata de ceilalti termeni. Acest lucru ne permite sa neglijam toti

termenii care contin acest grup adimensional, ceea ce implica
RP~2— R}~ 2R} — Ry ~ V2Ry, — Ry ~ 1,26 Ry, (294)

practic raspunsul la Tntrebarea pe care am formulat-o la Thceput.

Putem estima si dimensiunea bulelor la care totusi va trebui sa rezolvam ecuatia.

Din conditia ca grupul adimensional sa fie de ordinul unitatii, vom obtine

4y
II~1—= Ry~ — — Ry~ 10 pum, (295)

Pat
scara spatiald la care nict bulele nu mat sunt ceea ce am presupus not la tnhceput,
grosimea peliculei avand acelasi ordin de marime. Pentru a nu complica procedura,
am considerat o transformare izotermd, insd rezultatul se poate obtine si pentru o

transformare izentropd (entropie constantd).

Legea a treia a lui Kepler - o aproximare a masei Soarelui

Legea lui Kepler se poate rezuma printr-o relatie intre constanta universala a cam-
pului gravitational G, masa M a unut corp presupus central sistemului, durata 7" a

orbitet unui obiect in jurul corpulut central st raza R a acesteti orbite.

Putem obtine legea lui Kepler (si) prin analiza dimesnionala. Relatia functionald
va fi
(G,M,T,R). (296)

Cele patru marimi fizice se reduc la tret marimi fundamentale, de unde vom obtine

un singur grup adimensional. Prin calcul se obtine

~ GMT?

I1 7

(297)

O relatie aproximativa tntre cele patru marimi se obtine considerdnd grupul adimen-
sional egal cu o constantd (de reguld egald cu unitatea atunci cand se urmadreste

identificarea modulut Tn care celelalte marimi fizice contribuie la modificarea unut
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parametru de interes). Vom obtine

3
GM =C %, (298)

unde C = (2m)? si se obtine prin intermediul ecuatiilor de miscare.

Ne putem folosi de grupul adimensional obtinut anterior pentru a estima masa
Soarelut. Pentru obiecte care orbiteaza Soarele putem scrie
3
Ry p

R (299)

S—P

GMg ~

unde S — P indica Pamantul orbitand tn jurul Soarelut.
Pentru obiecte care orbiteaza in jurul Pamantului, spre exemplu Luna, putem
scrie
3
Rp_p,

T (300)

P—-L

GMp ~

unde P — L indica Luna orbitand tn jurul Pamantulut.

Raportand cele doua relatii anterioare vom obtine

Ms (RSP>3 (TPL>2 (301)
Mp Rp_p, Ts_p)

Stiind cd Rs—p ~ 400 Rp_p, tar Ts_p ~ 14Tp_y, obtinem o aproximare pentru

masa Soarelut \ 2007
g 00
N~ iz~ 325000 > Ms ~ 325000 Mp, (302)

de 325000 de ort mat mare ca masa Pamantulut.

Similitudine Froude

Fie cd vorbim despre tnot sau zbor, viteza de deplasare a unui organism va depinde
de marimea corpulut sau. Lucrul mecanic dezvoltat de organism trebuie sa fie sufi-
cient de mare pentru a tnvinge lucrul mecanic al fortelor de rezistenta la thaintare.
Cum lucrul mecanic dezvoltat de corp este proportional cu masa (deci Wg oc L3,
unde L este o lungime caracteristicd), iar lucrul mecanic al fortelor de rezistenta la
thaintare este proportional cu L? (Wg ~ pV2L2z, unde x este o distantd oarecare
parcursa de corp), putem obtine o estimare a dependentet dintre viteza de deplasare

st lungimea caracteristicd a organismului. Astfel

Wen~ Wi — VI« L? -V VL, (303)
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relatie care arata ca viteza de deplasare creste cu radicalul lungimii caracteristice.
Aceastd lege se cunoaste drept legea lut Froude de echivalentd a vitezelor. Legea
este valabila pentru pasari, pesti si pentru anumite insecte care traiesc la suprafata

libera (Bush & Hu, 20006).

Numarul Froude se defineste ca raport intre fortele de inertie si fortele masice

_ pV2L2 _ V2

Fr =
T P gL

(304)
Pentru unde generate la suprafata libera a cdror lungime de undd este mai mare
decdt lungimea capilara (aproximativ 3 mm), cdmpul gravitational va tinde sa rea-
duca suprafata libera la o geometrie plana. Daca vom alege lungimea de unda ca
scara spatiala caracteristica, deplasarea undelor se realizeaza la un numar Froude
constant, ceea ce arata ca undele cu lungimi de unda mat mart se deplaseazd cu
viteze mai mari, o caracteristica a undelor masice (spre deosebire de undele capi-
lare a caror viteza creste pentru lungimi de unda mai mici). Cresterea de viteza va
respecta aceeasi lege pe care am descoperit-o anterior, V' o< v/L, motivand astfel si

denumirea acesteia.
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Ecuatii de miscare in forma

adimensionala

Variante ale ecuatiei Navier-Stokes

Pentru a obtine varianta adimensionala a ecuatiei Navier-Stokes,

p (2—; + (v - V)V) = pg — Vp +nV3v, (305)

va trebui sa impunem valori de referintd pentru necunoscute, respectiv pentru vari-
abilele de care depind aceste necunoscute (patru la numar, v si p). Vom considera

urmatoarele valori de referintd, care vor impune variantele adimensionale ale necu-

noscutelor, respectiv variabilelor:

Vv
V== —=v=VV
%
Xr
&= s x=2L
L
ot i
=z _
~ Y% ~
p=-——=p=DPpo
Po
1 -
V=LV 5V =_-
L )

unde t este varianta adimensionald pentru variabila ¢ - analog pentru celelalte

marimi. Vom obtine

V ov V2 oo Do & 2n
p?E—FpT(V-V)V—pg— Vp +n—=V. (306)

Regula este foarte simpla: se scot in fata unitdtile de mdsurd pentru fiecare termen

care contine cel putin o necunoscuta si/sau o variabila! Vom Tmpdrti ecuatia prin
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nV/L? si vom obtine

ov - Re g . .
-+ (V- V)V| = —= — ReEuVp %9 07
Py + (v V)V] el eEuVp + VY, (307)

Re [St

unde g/|g| indica directia cdmpulut gravitational, iar |g| = g este modulul vectorului
acceleratie gravitationald. Prin evaluarea acestor grupuri adimensionale se poate
decide care termeni pot fi neglijati atunci cand se cauta o aproximare a ecuatiilor

de miscare.

Un caz atipic este cel pentru care Re > 1, ceea ce implica faptul cda am putea
neglija fortele de frecare vascoasd, caz care se reduce la o curgere a unui fluid
ideal (n — 0). Nu Intotdeauna aceasta simplificare a ecuatiei de miscare este si
realista. Spre exemplu, Tn cazul curgerilor la numere Reynolds mart tn jurul unut
obiect sferic, desprinderea stratulut limita este considerabil influentata daca pe linia
de desprindere a fluidului de suprafata solida vom adauga un simplu inel circular
cu dimensiuni mult mai mict comparativ cu scara spatiala proprie a curgerit. Cum
aceasta mica modificare introduce efecte majore tn curgere, tn mod analog, ultimul
termen al ecuatiei de miscare (cel pe care am decis sa il neglijam stiind ca ordinul
sau de marime este mult mat mic fata de toti ceilalti daca Re > 1) poate introduce
modificart majore predictiilor teoretice.

O varianta adimensionala adaptata a ecuatiei Navier-Stokes, pentru curgerile cu
periodicitate din sistemul circulator, implica definirea numarulut Womersley, practic

o varianta a produsului dintre numarul Reynolds si numarul Strouhal,

L2 VL vl
wo2 _ Wl _ VL, % = 2 ReSt -+ Wo = VarReSt (308)
n n

unde w = 27v reprezinta pulsatia (in radiani pe secunda).

In unele situatii, scara temporala asociata fenomenului rezulta dintr-o grupare a
scdrii spatiale caracteristice cu valoarea de referinta a cdmpulut de viteza, T = L/V.
Varianta adimensionala obtinuta anterior nu difera cu mult, Tn acest caz numarul

Strouhal fiind egal cu unitatea, St =1,

ov - Re g . .
R -+ (V- V)V| = —= — ReEuVp 3. 309
e [8t + (v V)v} el eEuVp + V¥ (309)

Unele situatii impun o scard proprie pentru presiune, formatd prin intermediul

unor eforturi relevante tn procesul investigat. Putem concepe patru situatii:

e ordin de marime dat de presiunea dinamica, py ~ pV?, practic Eu ~ 1. Ecuatia
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obtinuta anterior va cdpdta urmatoarea forma

ov . .| Reg A e
Re [8f + (V- V)v} ~Fa ReVp + V4. (310

ordin de mdrime dat de presiunea hidrostaticd, po ~ pgL. Ecuatia obtinutd

anterior va cdpata urmatoarea forma

Re {g; + (V- @)v} _Re <§ — Ap) + V. (311)

ordin de mdrime dat de eforturile tangentiale, py ~ nV/L. Ecuatia va cdpata

urmatoarea forma

ov - Reg = .
R -+ (V- V)V =—=-Vp 3. 312
e [015 + (v V)V] gl Vp + Vv (312)

In cazul unor numere Reynolds mult mat mici decat unitatea (Re < 1 - forte

de inertie neglijabile), ecuatia Navier-Stokes se reduce la aproximatia Stokes,

Vp = V¥ — Vp = nV3v. (313)

ordin de marime dat de presiunea capilard, pg ~ /L. Ecuatia va cdpdta

urmatoarea forma

ov - Re g Re - .
R - V-V)V| = —=——Vp ’3. 314
e { ; + (v V)V] gl W@Vp—i—V v (314)
Inmultind ecuatia cu We/Re vom obtine
ov PSR g A 2.
We i +(V-V)¥| = Bo@ — Vp+ CaVey, (315)

regdsind cele tret grupuri adimensionale caracteristice fenomenelor guvernate
de tensiunea superficiald. Daca scara la care se desfasoarda fenomenul implica

numere Bo < 1, se pot neglija efectele induse de campul gravitational.

Adimensionalizarea ecuatiet folosind presiunea capilard este atipicd, de requld

aceasta fiind folosita tn cazul conditiilor la limita. Spre exemplu, la nivelul suprafetet

de separare dintre un lichid newtonian si aer, echilibrul de eforturi pe directie

normald va fi

p2—p1r—2nn-D-n=~V.n, (316)
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unde py este presiunea in lichid, dar Tn imediata vecinatate a interfetei, p; presiunea
din aer si D este tensorul viteza de deformatie specifica. Daca vom considera

urmatoarele transformari:
2~ A Vs
p—pV%ip, D— fD, Vo2V, (317)

unde p, D, V sunt variantele adimensionale, vom gasi

A

We Ap—2Can-D-n=V-n, (318)

ecuatie ce reprezintd varianta adimensionald a conditiet la limita.

Transformarile de scara nu trebuie sa modifice ecuatia

Ecuatia Navier-Stokes este Tn esentd o ecuatie care descrie cum se transportd si
cum difuzeaza impulsul tntr-un fluid. Pentru a gasi transformarile care lasa ecuatia
neschimbatd, va trebui sa tinem cont de faptul ca acceleratia locala (prima derivata
a vitezet in raport cu timpul) este proportionald cu a doua derivata a vitezei in
raport cu spatiul! Procedura de scalare va scoate in fata un factor constant ridicat
la o putere egald cu ordinul de derivare. Tn acest sens, vom propune urmatoarele

transformart

t— s*t st x — s, (319)
ceea ce implicad
x s x
R e T Y (320)
t st

si g — s73g. Pentru presiune vom obtine

3

53571

P~ (pV%) Jx? ~ (pV%) J2* = p— s p. (321)

5252

Inlocuind tn ecuatia Navier-Stokes vom obtine

stov  s72 _3 52 s,
P (?E + T(V : V)V) =S pg — ?Vp + ?nv Vv, (322)
Se observa faptul cd ecuatia
3 ov -3 -3 -3, 72
pSs 5 +(v-V)v | =s7°pg — s °Vp+s°nVv, (323)
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se transforma tot in ecuatia Navier-Stokes,

p (% + (v - V)v) = pg — Vp +nV3v, (324)

ceea ce cautam de la bun tnceput! Acest lucru se poate verifica via numarul Reynolds

_pVL ps 1VsL
n n

Re = Re, (325)
ceea ce arata invarianta grupului adimensional fata de transformarea propusa, o

caracteristica intrinseca a oricarui grup adimensional!

Ecuatia difuzie-advectie

Ecuatia difuzie-advectie, valabila in cazul unui coeficient de difuzie constant are
urmatoarea forma

g + V- (cv) =DV, (326)
ot

unde ¢ este concentratia, D este coeficientul de difuzie, v este viteza. Vom avea
nevoie de varianta adimensionala a ecuatiei pentru a Intelege Tn ce conditii putem
neglija advectia, respectiv difuzia. Vom presupune urmdtoarele valori de referinta:
Vo valoare intrinsec legatda de advectie (curgere), Ly ca dimensiune caracteristica a
geometriei, Cy st Tp ~ LZ/D, o concentratie st un timp caracteristice procesului de

difuzie.

Vom impune

~

c=¢Co,x=a Lo, t =1Ty,v=vV.

Vom obtine

oec A o tair LoV
— 4+ PeV - (é¥) = V2, unde Pe = 2L = =~
ot ( ) tadv D

este numarul lui Péclet, raportul dintre timpul caracte-

Pe — o
ristic al difuziei, tq;y ~ L3/D, si timpul caracteristic al o 0 o
oo — %% 0 o
.. v . . . v o 4
advectiel, tagw ~ Lo/Vo. Daca Pe <« 1, difuzia domina %g v %g
procesul de transport de substantd, iar ecuatia difuzie-
advectie se reduce la ecuatia difuziet
¢ - Jc
— =V’ - — =DV’ (327)
ot ot
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Daca Pe — oo, procesul de difuzie nu contribuie semnificativ la transportul de

substanta.

Prima lege a termodinamicii tntr-o varianta

adimensionala

Vom considera urmdtoarea forma a ecuatiet conservarii energiet tn cazul unut fluid,

Oe
p(a—l—v-Ve =—p(V-v)+ V- (kVT)+ D, (328)
unde e este energia internd specificd (pe unitatea de masd), k = apc, este conduc-
tivitatea termicd, a este difuzivitatea termicd, 1" este temperatura, iar ® este functia
de disipatie avand ca origine fortele de frecare datorate viscozitatii fluidului. Functia
de disipatie este proportionala cu produsul dintre tensorul extratensiune si tensorul

. v ‘ . cfr v o 2
viteza de deformatie specifica, ® = o0;;D;; ~ n(dv;/0x;)

, unde o0y, = 2nD;j, lar
notatia presupune conventia de sumare (peste indicii care se repetd) a lui Einstein.

Pentru a obtine varianta adimensionala, putem considera urmatoarele transformari

v— Lit— L/Vi
v Ve, T =TT,
e — kpTy/(pL?)é,

p— pV2p, k — kok.

unde ko este o valoarea de referinta pentru conductivitatea termica, iar Ty este o

temperatura de referinta. Vom obtine

pkgTyV (0 . . V3 o kolo o 2o s nVv? .
p—Lf(a—i—V-Ve :—Tp(V-V)+ 220V-(/€VT)+? ) (329)

Putem estima kgTy ~ nLD via relatia Stokes-Einstein, unde D este coeficientul de

difuzie. Eliminand pV3/L obtinem

nD [(0e | . NS koTo & e U
—— | = : =— : - (EVT) + —=9. 330
VLR ((‘)tJrV Ve) p(V V>+pV3L (kV )+pVL (330)
Identificdm urmatoarele grupurt adimensionale
1 oe . . e koTh = ~c - 1 .
=— | = : = — : - (EVT) + 9. 331
RoPe (81& +v V6> p(V-¥)+ pV3LV (EVT) + R (331)
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In ipoteza in care ky = apc,, lar caldura specificd pe unitatea de masd este de
acelasi ordin de mdrime cu energia de agitatie termicd, ¢,Ty ~ kgTo/(pL?) ~
nD/(pL?) rezulta

koTy  ko=ape, cpyTy eyTomksTo/(or?) 1 ap/n 1
> — = . (332)
pV3L V3L  ksTo~aLD — RePeVLp/n — Re*PePr
Vom obtine
L (%, ¢ ve) = H(V - V) + L ¢ (kVT) + L (333)
RePe \ g7 ¥ V) T TP YT Re?pepr Re

Ecuatia Lucas-Washburn pentru capilaritate

Un tub capilar (orice tub cu raza mai micd decat lungimea capilard, 1> = v/pg)
este pus Tn contact cu suprafata libera a unui lichid. La contactul dintre cele trei
faze (aer, lichid si peretele capilarului) se va forma un menisc a cdrut curbura va
determina curgerea lichidului. Ca urmare a acestut fapt, lichidul va patrunde tn
mod natural (fara interventie din exterior!) in tubul dispus orizontal. Consideram
un tub de raza R si un lichid incompresibil st newtonian care uda perfect peretele
acestut tub (unghi de contact nul). Ecuatia care descrie pozitia interfetei z(t) se

poate obtine plecand de la a doua lege a lui Newton. Putem scrie

% (prR?2%) = TR*(p; — p.) + 27 Rz0, (334)

unde pmR?z(t) este masa lichidului aflat in tub la momentul ¢, Z este viteza de
avans a meniscului, p; este presiunea de la intrare tn capilar, p, este presiunea
de la nivelul meniscului, iar 2mRzo este forta de frecare datorata viscozitatii, unde
o = —4nZ/R este efortul tangential de frecare. Presiunea de la intrare este data
de presiunea atmosfericd, de presiunea hidrostatica aferenta coloanei de lichid de
tnaltime h aflata deasupra tubului capilar, din care se scade contributia curgerit

prin intermediul presiunit dinamice,

1.
Pi = Pa + pgh — 5p°. (335)

La nivelul meniscului, presiunea din imediata vecindtate a acestuia este mai micd

decat presiunea atmosferica si este data de ecuatia Young-Laplace. Putem scrie

2
P =pu— - (330
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Prin Tnlocuire vom obtine
2_ - 2 N e
pmR°2Z = 2w Ry + R pgh — 8mnzz — §7TR pze. (337)

Ne putem astepta ca pe termen lung fortele de frecare sa domine aceasta curgere,
din acest motiv vom adimensionaliza scara temporald cu timpul visco-capilar, iar

pozitia interfetel cu raza tubului capilar,
. nR - . .
l=—=—+— = t— —1t, respectivz = R2Z. (338)
Y

Inlocuind, vom obtine varianta adimensionala
A AL 3 29
lazZ =24 Bo—82z — §La z (339)

unde La = pRy/n? defineste numdarul Laplace, iar Bo = pgh/(v/R) defineste numa-
rul Bond, aici raportul dintre presiunea hidrostaticd si presiunea capilard. Ecuatia
obtinuta este 1n varianta adimensionald, practic o ecuatie diferentiald de grad dot

nelintara. Pentru fluide cu viscozitate mare La < 1, ceea ce implica

~

2% = (2 4 Bo)/8. (340)

Daca vom considera drept conditie initiald 2(0) = 0, putem integra ecuatia diferentiala

24+ Bo . 2+ Bo.
5ds = %dt s 1/%75. (341)

In cazul unor presiunt capilare mult mai mari ca presiunea hidrostaticad de la intrarea

obtinuta anterior astfel

in capilar, Bo < 1, practic un capilar pus in contact cu lichidul in imediata vecinatate

a suprafetet libere, vom obtine legea lui Washburn pentru capilaritate

/1. Ry
A_ f— —. 42
= 2t—>zf 5 t (342)

Relatia obtinuta este caracteristica fenomenelor difuzive tntrucat solutia variaza cu

V1, aici vorbind de o difuzie a efectelor datorate viscozitatii.
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Curgere cu suprafata libera peste un obstacol

Ce se Tntdmpla cu adancimea unui curent de apa daca acesta intalneste un ob-
stacol? Scade sau creste? Depinde! Ecuatia care leaga viteza curentului de fluid
st adancimea acestuia se poate obtine via Bernoulli si continuitate. Ecuatia are

urmatoarea forma

1 Ve 1.,
- > _ 4
5 == V2 +gh (343

unde V' si h sunt viteza medie si adancimea 1n sectiunea obstacolului, iar Vi si hoo

V2?4 gheo

sunt viteza medie si adancimea th amonte de obstacol. Vom aduce aceasta ecuatie
la o formd adimensionala impartind la ghs. Vom obtine

1 ~ 1 1 .
—Fr 2 T:—F'OO 44
GFreV + = = 5Fre b (344)

unde Froo = V2 /ghs este numarul Froude, V = V/Vy si h = h/hs. Discutia

acestetl relatii se face cdutand minimul functiet din membrul stang,

- 1 - 1
= —Fro V> + —=. 345
1V) = GV + = (345)
Conditia de minim va fi
b _o Frol — — —o,
av V2

de unde obtinem

V =Frl? =V = (Vaeghoo) /.

3

Daca Froo < 1 atunci Fr;ol/ > 1, ceea

ce arata faptul ca V = 1, care se obtine

daca V = V, se afla In stanga punctulut

de minim. Cum functia este descrescatoare,

Viopstacor > 1, dect Vipstacor > Voo, CE€a Ce arata

ca viteza creste, deci h < hy, suprafata li- .

v . N .o -1/3
bera se apropie de obstacol. In mod similar, 1 Fr/
dacd Froo > 1 suprafata libera se tndepar-

teazd de obstacol.
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Unde capilare sau unde masice?

In general, undele create la suprafata liber& nu au viaté lunga deoarece, fie gravitatia,
fle tensiunea superficiald actioneaza pentru a aduce suprafata liberd la o geometrie
pland! Tn figura al&turatd sunt reprezentate doud tipuri de unde la suprafata liberd
a apei. Care dintre cele doud se dezvolta ca urmare a impactulut unet picaturi de
apa cu suprafata libera, respectiy, care rezulta Tn urma unut impact cu o piatra mai
mare?

Vom pleca de la relatia de dispersie a undelor la suprafata
libera. Viteza de faza a acestor unde, considerand neglijabila

influenta viscozitatii este

V= (g + ﬁ) tanh (kh), (346)
ko p

unde k£ = 27/X este numdrul de unda si h este adancimea

lichidului la suprafata cdruia undele se propaga. Vom aduce

aceasta relatie intr-o forma adimensionala pentru a discuta o

serie de cazuri limita care ne vor oferi o perspectiva intere-

santa asupra tiparulut de unda de la suprafata libera. Putem

tmpartt prin vk/p pentru a obtine

~92 144 »
Vo= (W + 1) tanh (k), (347)

unde v = v?p/vk si k = kh, deja adimensional intrucat este argumentul functiei
tangenta hiperbolicd. Putem defini numdrul Bond asociat undelor folosind lungimea

de unda A ca lungime caracteristicd, anume

PGN? pg
Bo= 72 _ I 348
0 (2m)2y K% (34)

unde (27)? a fost addugat pentru a introduce numdrul de unda. In aceste conditii,

relatia obtinuta anterior devine
? = (Bo + 1) tanh (k). (349)

Discutia relatiei se face tn functie de cele doua grupurt adimensionale, Bo si k.
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Daca Bo > 1 fortele masice domina tn detrimentul fortelor de tensiune superficiala

(unde masice). Daca k> 1, adics h > A (ape adanci), tanh (l;;) ~ 1, deci

-2 g [gA
~B =/ =14/ 350
% 00—V \/; o (350)

ceea ce arata ca undele mat lungi se deplaseaza cu viteze mat mari!

Daca k < 1, adicd h < A (ape de mica adancime), tanh (l%) ~ k (vezi dezvoltarea
in serie Taylor), rezulta
? ~ kBo — v =1/gh, (351)

deci unde care se deplaseaza cu viteza constanta indiferent de lungimea de unda

(unde non-dispersive).

Daca Bo <« 1 fortele de tensiune superficiala domina in detrimentul fortelor

masice (unde capilare). Daca k> 1, adics h > A (ape adanci), tanh(fc) ~ 1, deci

Pl o= ﬁ:,/%—”, (352)
p PA

ceea ce aratd ca undele mat lungt se deplaseaza cu viteze mat mici!
Daca k < 1, adica h < A (ape de micd adancime), tanh (k) =~ k, rezulta
vk2h

Prak—ov= . (353)
p

In consecintd, primul tipar din figurd este asociat undelor capilare, iar cel de-al

doilea undelor masice!

O varianta adimensionala a ecuatiei lui Bernoulli

Ecuatia lut Bernoulli reprezinta una dintre cele mat importante ecuatii din mecanica
fluidelor, in principal deoarece prin intermediul acesteia se intelege de ce la o
tngustare a sectiunii de curgere (acolo unde, in conditiile unui debit constant, viteza
creste) presiunea scade! De requla, ecuatia se scrie sub forma unei sume a trei
prestunt, ,

% + p+ pgz = const. (354)

Putem obtine varianta adimensionald relativ usor tmpdrtind la pV2. Vom obtine

I p  pgz

2 T ovE T e = const. (355)
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Constanta, desi se modifica 1n valoare, tot constanta ramane. ldentificam doua

grupurt adimensionale cunoscute, Euler si Froude,

1 1
5 + Eu+ = const. — Fr(1 4 2Eu) + 2 = const. (356)

Daca se iau Tn considerare si pierderile de presiune datorate frecarilor fluid-
solid, respectiv fluid-fluid, intr-o curgere laminara, relatia lut Bernoullt pentru un
tub de curent se poate scrie astfel

2 2 2
v, V. L pV;

L 1 p 4 pgzr = a2t 4 py + pgzs + f

2 2 D2 357)

unde L este lungimea tubulut de curent, iar D este diametrul. Pentru o curgere
laminard, ag2 = 2 st f = 64/Re, unde Re = pV D/n. Sa presupunem ca tubul de
curent nu variaza tn sectiune, deci V; = V5 = V. Vom imparti prin pV? si vom obtine
1 32 L

1
Eu + — =Euy + —

Fr b, ReD’ (398)

Daca intre cele doua sectiuni nu exista o diferenta de nivel si daca vom defini un

numdar Euler pornind de la diferenta de presiune, Eu = Ap/pV? atunci
L
EuRe = 32— 359
uRe o) (359)

care, de fapt, reprezinta relatia Hagen-Poiseuille, Tntrucat

Ap  32p L - ApD? x@p2/a) . ApmnD*
pV2  pVDD - 320 T 128nL”

(360)

relatie valabila pentru Re < 2300.
Varianta adimensionald este o forma atipica a relatiet Hagen-Poiseuille, dar
surprinzatoare si captivanta prin capacitatea de a genera o corespondenta intre

concepte st fenomene aparent distincte.
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Sisteme atipice de unitati

fundamentale

Sistemul de unitati Ohnesorge

Sistemul Ohnesorge este un sistem de unitdti bazat pe tret proprietati de material
ale fluidelor: densitate, viscozitate si tensiune superficiald - v. Fardin et al. (2022).
Putem exemplifica pentru raspandirea unet picaturt cu diametrul D pe un sub-
strat solid hidrofil. De requld, frontul fluid avanseaza radial respectdnd o lege de

tip putere,
d o t?, (361)

unde d este diametrul cercului format de contactul dintre lichid si substrat.
Putem intui forma legii de tip putere (practic, puterea la care se ridica t) prin
analiza dimensionala. Se pot defini trei seturi de unitati impuse de dominanta

relativa a celor tret eforturi caracteristice (inertiale, vascoase si capilare):

e unitati vasco-inertiale (1, p, D), In care vom considera doar viscozitatea si den-
sitatea fluidului. Cum raportul n/p defineste viscozitatea cinematicd, practic

un coeficient de difuzie a impulsului, putem scrie

L2 d? 1/2
D2 5% = g (L) w2 (362)

p Tt p
Daca vom considera viteza caracteristicd data de raportul d/t, rezulta un grup

adimensional caracteristic sub forma numarulut Reynolds, Re = p(d/t)d/n;

e unitati vasco-capilare (1,7, D), in care vom considera doar viscozitatea si
tensiunea superficiala a fluidului. Cum ~/n reprezinta viteza capilard, putem
scrie

L
NN R P (363)
n T g

In acest caz grupul adimensional caracteristic este numarul capilaritatii,
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Ca=n(d/t)/v;

e unitati inertial-capilare (p,~, D), in care vom considera doar densitatea si
tensiunea superficiala a fluidului. In cazul de fata raportul celor doua marimi
nu descrie o marime fizicd cunoscutd, dar ne va ajuta sa descoperim legea de

tip putere. Putem scrie

Y L? d? Y 13 2/3
- — — = d - t 364
0 — T2 — t2 X P ) ( )

din care va rezulta grupul adimensional Weber, We = p(d/t)*d /.

Pana acum am folosit cate doud dintre cele tret proprietati de material. Sistemul
Ohnesorge include toate cele trel proprietati de material, dar si scara spatiala

caracteristica, datd tn acest caz de conditia la limita impusd de diametrul picaturi,

N
Oh = ——. (365)
pyD
Sistemul Ohnesorge redefineste cele tret marimi de baza ale sistemul de unitati
de mdsura (masd, lungime si timp) pornind de la cele tret proprietdti de material

(p,m, 7). Relatia functionala va include

(p7 7,7, Mon, tha tOh) (366)
Prin calcul vom gasi
302 mon 6
T = pn’y mon — Ty = 220 s gy = 1 (367)
n P
a b v lon U
Il = Py th — Il = 3 — th = —, (368)
U] P
2 t 3
Ty = p*1P~ ton — Ty = % S ton = %p. (369)

Plecand de la acest sistem, putem defini o serie de marimi fizice intrinseci

fluidelor, independente de cinematica sau de conditiile la limita. Spre exemplu:

e viteza Ohnesorge, care se poate obtine Tmpartind lungimea Ohnesorge la tim-
pul Ohnesorge,

l
Von = 2 = 1 (370)
relatie care defineste viteza capilarg;
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e acceleratia Ohnesorge, care se poate obtine Tmpartind viteza Ohnesorge la

timpul Ohnesorge,

don = —— = (371)

e forta Ohnesorge, stiind ca [F] =kg-m-s™2 (MLT™?),
FOh = mOthhtaﬁ — FOh = %7 (372)

relatie pe care am obtinut-o anterior si care descrie forta cu care se poate
actiona asupra unui corp pentru a-l deplasa printr-un fluid la numere Reynolds
unitare (acelasi ordin de marime pentru fortele de inertie si fortele de frecare

vascoasad);

e efortul Ohnesorge, care se poate obtine tmpartind forta Ohnesorge la aria

Ohnesorge,

OOh = 55— — —F — ) (373)

e energia Ohnesorge, care se poate obtine Tnmultind forta Ohnesorge cu lungi-

mea Ohnesorge,

774

Eon = Fonlon = —; (374)
VP
e puterea Ohnesorge, care se poate obtine tmpartind energia Ohnesorge la tim-

pul Ohnesorge,

Pon, = =—. (375)

Sistemul de unitati Ohnesorge este util pentru a cerceta, dintr-o perspectiva
pur intrinsecd, dar unificatoare, fenomene interfaciale diferite precum raspandirea,

desprinderea si coalescenta picaturilor.

85



Un sistem de unitati bazat pe lungimea capilara

Putem defini (imaginatia ne permite!) un nou sistem de unitati plecand de la con-
ceptul de lungime capilara. Vom considera egal importante, in desfasurarea unut fe-
nomen fizic, atat fortele masice, cét si fortele de tensiune superficiala. In consecinta,
2

L
P~ 1 5Ll = L (376)
B pg

Bo~1—

Relatia obtinuta defineste lungimea capilard, in acest caz va reprezenta si scara
spatiala caracteristica.

Se cauta o scard temporald care sd includa, pe langa proprietatile de material,
st acceleratia gravitationala. Daca vom considera ca punct de plecare timpul vascos,

inlocuind scara spatiala cu lungimea capilara vom obtine

Lo
R i R (377)

?
Y VP9
0 scarda temporala care include toate cele tret proprietati de material st acceleratia
gravitationald!
Procedura va trebui sa includa st o redefinire a masei astfel Tncat sa putem
inchide sistemul de unitdtt. Vom considera produsul dintre densitate si lungimea

capilara la puterea a treia,

(378)

Noul sistem de unitati (M, L,T) va fi format din

3 2
(Meslorte) = | 4]0y /Loy [~ . (379)
pg*"\ pg” \| o9

Un aspect surprinzator este conexiunea cu sistemul de unitati Ohnesorge. In

acest nou sistem, viteza caracteristicd va fi
_be T
Vo= =y = Von (380)

practic viteza capilara sau viteza Ohnesorge obtinuta anterior Tn sistemul Ohne-

sorge. Acceleratia se poate obtine prin raportul I./t?, ceea ce va implica

le
e =15 = V9 @oh, (381)
media geometrica dintre acceleratia gravitationald st acceleratia Ohnesorge!
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Forta se redefineste conform relatiet

3
F. =ma, = || —5aon, (382)
Pyg

tar efortul caracteristic unut astfel de sistem va fi

2
Oe = f—z -2 oo (383)
De remarcat faptul ca in acest sistem de unitati, relatia ce va redefint efortul este
identica cu cea obtinuta tn cazul sistemului Ohnesorge!

Pentru apad, la temperatura de 20°C si presiunea de 1 atm, pentru care cunoastem
p = 998 kg/m?, v = 72 mN/m, n = 1 mPa-s, vom gdsi urmatoarele valori caracteris-
tice: m, = 0.63 mq, l. = 2.71 mm, t, = 37.66 us, V., =72 m/s, 0. = 5.17 MPa.
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Alometrie si alte legi de scara’

O relatie de tipul
[ =al", (384)

in care M este masa, iar f o altd caracteristicd a unui organism (viteza de deplasare,
lungimea bratelor, rata de metabolism etc.), defineste o relatie alometrica. Relatia
face parte din legile de tip putere, legi extrem de importante pentru analiza de
scara. Motivul? Sunt scalabile si pastreaza tendinta de la o scara la altal Sa luam

un exemplu. Fie
f(x) = az*, (385)

unde a st ¢ sunt constante. Vom modifica scara variabilei  cu un factor constant
a. Vom observa faptul cd functia nu se modificd, cu exceptia unuti factor de scalare

care depinde de puterea la care se ridica z,
flaz) = a(ax)® = a‘az® — f(ax) = a°f(z). (380)

Derivata acestei relatii Tn raport cu factorul de scard ne va spune si mai multe.
Pentru membrul stang vom obtine

d _ df (ax) d(ax) df (o)

%(f(ax)) " dlaz) da v d(azx)’ (387)

tar pentru membrul drept

(0§ () = e (x). (366)
Stiind ca
e _ flax)
flaw) = af(w) = f(r) = "0, (389)
vom obtine (o)
df (ax
ax (o) = cf(ax) (390)

sau, dacd notam X = ax si integram,

X%:cf()()%%:c%%f()():a)(ﬂ (391)

care este de fapt functia putere de la care am plecat!

'Acest subcapitol nu apare in Cuprins. Este un cadou ascuns pentru cei care au ajuns pana aici
si tncd mai vor, cum este cazul loanei Rdsuceanu st al Victoriei Plopeanu, cdrora le multumesc pentru
recenzie, corecturd st sprijin.
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Totusi, relatia de tip putere nu pare pe deplin justificata din punct de vedere
fizic. Putem mati bine! Sa& presupunem ca rata de crestere a unui sistem (spre
exemplu un grup de celule) este proportionala cu numdrul de elemente existent la

acel moment de timp (Gunther, 1975), deci

dd—s;l =C Sl — In Sl =ct+ In A17 (392)

A; fiind o constanta de integrare. Considerand un alt sistem, care creste in acelasi
timp cu primul - spre exemplu, un alt organ aflat in competitie pentru resurse, vezi

((Klingenberg & Frederik Nijhout 1998) - si o lege de crestere similara, vom gasi

ds
d—f =38y = InSy = ot + In Ay, (393)

Eliminand timpul ¢ din cele doud relatii, vom obtine

InS; —InA; InS;—1InA, S\ Sy \
- _— == . 394
C1 Co -~ (Al} <A2) ( )
Dacé vom nota ¢;/cs = ¢ si A1 /A = a, vom obtine
A C1/C:
Sy = L8/ g = qS¢, (395)

A;1/02

care este o lege de tip putere, pe care am obtinut-o plecand de la considerente
fizice. Un alt exemplu de rationament prin similitudine care conduce la o lege de
scard vine din biologie. Intre doud obiecte, corpuri sau sisteme diferite ca marime,
se pot obtine urmdtoarele legt de scara prin similitudine geometrica
I R R 396
7 Ny T 'Ny 9 ( )
Ly Ap Vs
unde L, A,V reprezinta lungime, arie si volum, A fiind un factor de scara. Nu
intotdeauna cele trei directii spatiale cresc (sau scad) cu acelast factor de scara
(vezi/cautd similitudine afind!). Cdutam o relatie care sd descrie cum creste 1n
diametru traheea, D, cu masa organismelor M din regnul animal. Pentru animale
geometric similare
D, M, 3
— =\ =\, (397)
D, M,
unde vom presupune ca densitatea este o constantd. Elimindnd A vom obtine

D, D,

= —
Mll /3 M21 /3 M0.33

= const. — D oc M°3, (398)
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Prin regresia datelor experimentale se obtine un exponent aproximativ egal cu 0, 39
(Tenney & Bartlett Jr, 1967), o valoare apropiata de predictia teoretica!

Cum variaza cu greutatea proprie forta dezvoltatd de un om, forta necesara pentru
a ridica o greutate de la sol? Se cunoaste faptul ca forta dezvoltata de muschi este
proportionald cu aria sectiunii transversale. Considerand cresterea un proces ce se
desfasoara proportional pe cele trei axe, iar forta totala un efect cumulativ, putem
intui cd F oc L?, unde L este o lungime caracteristicd a organismului. Cum greutatea
este proportionald cu lungimea caracteristica la puterea a treia, G ~ L3, vom obtine
F ~ G*3. Halterofilii cunosc bine aceasta lege.

Dar sa presupunem ca exemplele anterioare nu sunt suficient de convingdtoare.
Mai Tncercam unul! Ce relatie exista Intre tndltimea maximad pe care o poate atinge
un organism tn timpul unut salt st masa acestuia? Energia necesara pentru a atinge
naltimea H este

Egan ~ MgH, (399)

energie potentiald gravitationald! Energia necesard saltului este dezvoltatd de
muschi. Presupunem (st nu suntem departe de adevar) ca muschit alcatuiesc doar o
parte din masa organismului, M,,, = M, 8 < 1, unde M,, denota masa muschilor.
Totodata, presupunem cd densitatea de energie (energie per kilogram de tesut)
ce caracterizeaza muschii este aceeasi, e = const., indiferent de tesutul muscular
considerat. Tn consecinta

E,, ~ M,e~ BMe. (400)

Comparand energia necesara saltului (Egq) cu energia dezvoltata de muschi
(E),) vom obtine
Espy ~ Ep — MgH ~ fMe — H < 1, (4071)

in ipoteza 1n care f3 si e nu variaza considerabil tn regnul animal. Rezultatul arata
ca tndltimea maxima pe care o poate atinge un animal prin salt nu depinde de
masa acestuia, un rezultat (putin spus) contraintuitivl Dar sa vedem ce spun datele.
Un purice (M ~ 1072 g) atinge o thaltime de 20 cm. Un om (M ~ 10° g) atinge
o tnaltime de 60 cm. Pare totusi ca ar depinde de masa organismului, dar daca
privim cu atentie observam cd variatia de tnaltime se desfdsoard pe un singur ordin
de mdrime (de la 20 cm la 60 cm) Tn timp ce variatia de masa se desfdsoara pe 8
ordine de marime (de la 1073 g la 10%)! Practic, tnaltimea maxima atinsd prin salt
nu depinde de masa!

Lasand in spate acest interludiu matematic, sé vedem raza de actiune a legilor

de tip putere printr-o selectie cat mat variata:
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e legea lui Kleiber, care leaga rata de metabolism bazal de masa (West et al,
1997),
B o< M4, (402)

e rata de metabolism bazal Tn cazul creterulut - la oamenti, v. He & Zhang (2004),

Bcreier X M3/4 (403)

creier’

e viteza optimd de deplasare prin aer

Voo MY, (404)

e legea lui Zipf, care descrie frecventa de aparitie a unui cuvant tntr-un text, cu

r rangul cuvantului, & ~ 1 - v. Thurner et al. (2015)

v(r)ocr @ (405)

e locomotie acvatica, Sw - swimming number - v. Gazzola et al. (2014)
Re ~ Sw*3, respectiv Re ~ Sw, dacd Re > 10°, (400)

sau

St ~ Re™ /4, respectiv St ~ 0,3, dacd Sw > 10*, (407)

e Tndltimea atinsad in salt de animalele acvatice; H indltime, L lungime carac-

teristica - v. Chang et al. (2019)

N (408)

e metode prin care animalele beau apd; aspiratie inertiald - v. Kim & Bush
(2012)
Re ~ Bo'/?, (409)

La final, nu pot decat sa sper ca exemplele anterioare sunt suficient de graitoare
pentru a ispiti cititorul Tn sensul de a explora si alte legi de tip putere prin care

Natura a ales sa functioneze, unele tncd astepténd sé fie descoperite.
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Index - grupuri adimensionale

Ar - Arhimede - pag. 27
At - Atwood - pag. 28
Bm - Bingham - pag. 28

Bo - Bond - pag. 26, 27, 39, 65,
73,78, 80, 81, 86, 91

C - Courant - pag. 25

Ca - nr. capilaritatii - pag. 27,
40, 48, 73, 74, 83, 84

Dn - Dean - pag. 28
De - Deborah - pag. 39

Ec - nr. elastocapilaritatii -

pag. 40

El - nr. elasticitatii - pag. 39
Ek - Ekman - pag. 28

Eu - Euler - pag. 26, 72, 82

Fr - Froude - pag. 206, 28, 70, 72,

73,79, 82, 91

Cr - Grashof - pag. 41, 42

La - Laplace - pag. 27, 78

Ma - Mach - pag. 38

Ma - Marangont - pag. 48, 49
Mo - Morton - pag. 28

Nu - Nusselt - pag. 41

92

Oh - Ohnesorge - pag. 27, 44,
50, 84, 85

Pe - Péclet - pag. 75, 76, 77
Pr - Prandtl - pag. 41, 42, 77
Ra - Rayleigh - pag. 42

Ri - Richardson - pag. 42

Re - Reynolds - pag. 9, 10, 12, 25,
26, 27, 28, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 37,
39, 42, 43, 44, 47, 51, 52, 53, 54, 59,
03, 64, 72,73,75,76,77, 82, 83, 91

Ro - Rossby - pag. 28

Sc - Schmidt - pag. 59

St - Strouhal - pag. 206, 35, 72, 91
Ta - Taylor - pag. 28

Tr - Trouton - pag. 29

We - Weber - pag. 16, 17, 18, 27,
28, 40, 43, 44, 47,73, 74, 84

Wi - Wissenberg - pag. 39, 40
Wo - Womersley - pag. 72
Numarul de aparitit pentru grupul adi-

mensional Reynolds justifica si titlul sub-

capitolulut dedicat.



Tabela grupurilor adimensionale

¢ - viteza sunetulut a - difuzivitate termica
¢p - caldura specifica (p = ct.) v - tensiune superficiala
d,2R - diametru D - coeficient de difuzie
g - acceleratie gravitationala 1 - viscozitate

h - coeficient de transfer termic NE - viscozitate extensionala
k - conductivitate termica v - frecventa

L - lungime caracteristica p - densitate

p - presiune oo - prag de curgere (Pa)
t, - timp de observatie T - timp de relaxare

AT - diferenta de temperatura w - pulsatie

V' - viteza (2 - viteza unghiulara

_ L3
A = PlPe=P)g

Arhimede " forte masice/rezistenta la Re ~ 1
P1— P2

Atwood At = o+ p2 diferenta de densitate/suma

) O'UL

Bingham Bm = w prag de curgere/eforturi tangentiale
ApgL? . ‘ .

Bond Bo = y forte masice/tensiune superficiala
VAt

Courant C= Ar vitezd curgere/viteza discretizare
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Nr.

aritatii Ca = 7 frecare/tensiune superficiala
capilaritatit
g\ 2
Dean Dn = Re (ﬁ'{) inertie/frecare - geometrie curba
Deborah De = r timp relaxare/timp observatie
o
T
Elastocapilaritate EC= nl elastocapilaritate/frecare
T
Elasticitate El= _pL2 elasticitate+frecare/inertie
Ul
Ekman Ek = m frecare/forte Coriolis
Euler Eu= V2 forte presiune/inertie
v2
Froude Fr= g_L inertie/forte masice
L3(BAT
Grashof Gr = W convectie/rezistentd la Re ~ 1
n*/p
pLy N L
Laplace La = 7 inertie+capilaritate/frecare
v e .
Mach Ma = - viteza/viteza sunetulut
We?
- Mo = ——— -
Morton FrRo? f(We, Fr, Re)
hL . . .
Nusselt Nu = & convectie4+conductie/conductie
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Ui
- Oh = —
Ohnesorge NIoTs

Pe¢ Pe = ﬂ
eclet =D
NCp
: Pr— %
Prandtl ' 2
Rayleigh Pr=GrPr
Gr
ichar Ri=—
Richardson L ReZ
VL
Reynolds Re =22
n
Ro= ——
Rossbhy °=570 sng
D
Schmidt Sc = r=
n
vL
Strouhal Sc = v

Taylor Ta

Trouton

Weber We =

Weissenberg Wi = R

Womersley Wo=L,/—

frecare/inertie4capilaritate

advectie/difuzie

difuzie impuls/difuzie termica

timp difuzie/timp convectie

convectie liberd/convectie fortata

inertie/frecare

inertie/forte Coriolis

difuzie moleculard/difuzie impuls

forte nestationare/inertie

inertie/frecare - rotatie

extensie/forfecare

inertie/tensiune superficiala

forte nestationare/inertie

f(Re, St)
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